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Geschichtliches. 


@ Loria, Gino: Storia delle matematiche. Vol. 2. I secoli XVI e XVII. Torino: 
Soc. tipogr.-edit. naz. 1931. 595 8. u. 34 Abb. geb. L. 23.—. 


As the title shows, this volume of Loria’s “History of Mathematics’ deals with the 
sixteenth and the seventeenth century. Its opening chapter discusses the development of 
algebra in Italy in the first half of the sixteenth century (the time of the solution of the third 
degree equation), and the book ends with Newton, Leibniz, and their immediate pupils up 
to 1700. It combines a vivid narrative with a full use of recent historical investigations by 
Bortolotti, Bosmans and others. Readers of Cantor’s monumental work will do wellin con- 
sulting, at the same time, this exposition of the scholar of Genoa. They will find new facts 
and new light thrown upon other work. Bombelli’s importance is better brought out, and 
Mohr’s “Euclides Danicus’”’, recently revived, finds its due place. But, though crammed 
with facts, the text is not overloaded, and reads very well. As an example of the completeness 
of the book we mention its discussion of the development in the Netherlands, which is (till 
Huygens) of secondary importance for the history of new discoveries, but gives a good picture 
of the general cultural level of mathematics in those days. It has here escaped the author 
(p. 212) that Vlacq isno longer considered as the first who completed the table of logarithms, but 
his associate, De Decker (see “Verzekeringsbode‘‘ 39 and 40, 1919—1921, art. VanHaeften, 
also “Nieuw Archief voor Wiskunde” 1925, p. 49). Joseph Scaliger (p. 182) should not, 
besides, be introduced just as “a Frenchman”. He was one of the outstanding latinists of 
his time and one of the founders of scientific chronology.— The task of an author of the history 
of seience is not only an accurate statement of the facts, but also the presentation of his sub- 
jects as a part of the general cultural development of the times. Sometimes the author of 
the present book has done very satisfactory work in this direction, e.g. in the chapter on 
Descartes. The work of the great mathematicians cannot be understood without some know- 
leüge of their philosophy. But there is more. The economic basis of the development should 
be traced, and we believe that only a first attempt has yet been made. We have missed in 
Loria’s book, e.g. the connection between the invention of the logarithms and the growing 
needs of astronomers, surveyors and seafarers for easier computation methods. The origin 
of the theory of probability (a subject insufficiently discussed in the book) lies also in economic 
facts. There is an intimate relationship between the construction of two great mathematical 
systems (analytical geometry and infinitesimal caleulus) and the construction of great philo- 
sophical systems in the same century (even partly by the same man), and also the reason 
for this lies deep in the economic structure of society of those days. We hope that an 
excellent historian as Loria will find time to threw more light upon such connections. 

Strwik (Cambridge, Mass). 

Rome, A.: Histoire des Math&matiques. Rev. Questions scient. 1931, 279— 305. 

Ausführliches kritisches Referat über neuere Arbeiten auf folgenden Gebieten: 
Geometrie egyptienne, Arithmetigue egyptienne, Geographie grecque, Math&matique 
juives, Astronomie syrienne, D’Alexandrie a Bagdad. O. Neugebauer (Göttingen). 

, @ Dantzig, Tobias: Le nombre, langage de la seienee. (Bibl. seient.) Paris: Payot 
1931. 248 8. Fres. 25.—. 

Dieses Buch hat die Absicht, ohne jede Benutzung des mathematischen Apparates einem 
Außenstehenden einen Einblick in die Begriffswelt der Mathematik zu geben. Naturgemäß 
spielen geschichtliche Bemerkungen dabei eine große Rolle, und es ist daher zu bedauern, daß 
diese nicht immer ganz in Ordnung sind und mehr an der Oberfläche liegen, als es nötig wäre; 
und Ähnliches gilt für den Zahlbegriff als solchen. Inhaltlich beschränkt sich das Buch aber 
nicht auf die „Zahlen“, sondern geht auch auf die allgemeinen Grundlagen der Analysis ein. 
Da das Buch sehr anregend geschrieben ist, wird es sicher seinen Zweck erreichen. 

O. Neugebauer (Göttingen). 

Neugebauer, O.: Über die Approximation irrationaler Quadratwurzeln in der baby- 
lonischen Mathematik. Arch. Orientforschg. 7, 90—99 (1931). 

Interpretation zweier: Beispiele aus dem mathematischen Keilschrifttext VAT 
6598 Rs. In beiden handelt es sich um die Berechnung der Diagonale ein und des- 
selben Rechtecks, dessen Seiten gegeben sind. Sind die Maßzahlen der Seiten (,‚Höhe“ 
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und „‚Weite‘“) und der Diagonale in einer gemeinsamen Längeneinheit, dem GAR, aus- 
gedrückt A, w, d, so erfolgt im ersten Beispiel die Rechnung nach der Formel 


ww? 
im zweiten Beispiel nach der Formel 

d=h+ 2w®h. (II) 
Während (I) eine leicht verständliche und im ganzen Altertum viel gebrauchte Nähe- 
rung für Yu? + h? darstellt, erscheint (II) zunächst unverständlich. Verf. versucht auf 


Grund sachlicher und historischer Erwägungen (II) dadurch zu klären, daß ein weiteres 
Näherungsverfahren zu der Formel 


2w:h 
YR+wrh+ ae 
geführt habe, daß aber in unserem Beispiel der Nenner 2h? + w? einfach fortgelassen 
sei, weil er zufällig vermöge der speziellen für A und w gegebenen Zahlenwerte fast 
gleich eins ist. Bessel-Hagen (Bonn). 
Miller, 6. A.: Theorems relating to the pre-Grecian mathematies. Amer. math. 
Monthly 38, 496—500 (1931). 


Agostini, Amedeo: Notizie sul rieupero dei libri V, VI, VII delle „„Coniche“ di Apol- 
lonio. Period. Mat., IV.s. 11, 293—300 (1931). 

Unter Richtigstellung einer falschen Behauptung von M. Cantor werden Einzel- 
heiten der Geschichte der Versuche, die Erlaubnis zur Übersetzung der arabischen 
Apollonius Mss. zu erwirken, berichtet. O. Neugebauer (Göttingen). 

© Rome, A.: Commentaires de Pappus et de Theon d’Alexandrie sur I’Almageste. 
Tome 1. Pappus d’Alexandrie. Commentaire sur les livres 5 et 6 de l’Almageste. 
(Studi e testi. Tome 54.) Roma: Bibl. Apostolica Vaticana 1931. LXXII, 314 S. 

Das vorliegende Werk bildet den ersten Band einer modernen Edition der Kommen- 
tare von Pappus und Theon zum Almagest und ist speziell dem Pappus-Komm. zum 
5.und 6. Buch gewidmet. Der Herausgeber gibt in einer kurzen Einleitung Text- 
geschichte usw. (u. a. einen sehr beachtlichen Vorschlag zur genaueren Datierung der 
Abfassungszeit des Kommentars [knapp nach 320]), dann folgt eine ausführliche und 
für den Leser des Ptolemäus sowohl wie der Kommentatoren höchst nützliche Zusam- 
menstellung der Anordnung und des Gebrauches der Tabellen des Almagest (nebst 
einer Rekonstruktion der noöxeıgoı xavöves), soweit sie im vorliegenden Band benötigt 
werden. Dann folgt der griechische Text (ohne Übersetzung), bez. Buch 6 erstmalig 
im Druck zugänglich, mit zahlreichen Noten und kritischem Apparat. Es ist klar, 
daß die Forschung über die Geschichte der antiken Astronomie sich ausführlich mit 
diesem neuen Quellenwerk wird auseinandersetzen müssen. O. Neugebauer. 

@ Staehle, Karl: Die Zahlenmystik bei Philon von Alexandreia. Leipzig u. Berlin: 
B. G. Teubner 1931. VI, 92 S. RM.5.—. 

Wenn auch nicht unmittelbar auf Mathematisches bezogen, ist diese Arbeit doch 
für das Verständnis antiken mathematischen Denkens von prinzipieller Bedeutung. 
Eine Einleitung skizziert die Stellung von Philons zeoi dgıdu@» (um Chr. Geburt) 
gegenüber Platon, Speusipp, Xenokrates usw. einerseits, gegenüber Nikomachus 
andererseits. Es folgt die Fragmentensammlung, zunächst bezüglich der Zahlen 1—10, 
dann bezüglich größerer Zahlen. Anmerkungen, Sach- und Wortregister bilden den 
Schluß. Für die Geschichte der Mathematik enthalten diese Fragmente eine Fund- 
grube von Bemerkungen nicht nur über zahlentheoretische Beziehungen (meist recht 
trivialer Art), sondern vor allem über Musiktheorie, Proportionenlehre, Zahlen- 
spekulation des Platonischen Kreises usw. Es ist also hier eine Arbeit geleistet, die für 
die Geschichte der antiken Mathematik weit nützlicher ist, als aus ihrem Titel hervor- 
gehen mag, und eineMethode angewandt, der man nur die weiteste Verbreitung wünschen 
kann: sorgfältige Edition der textlichen Unterlagen, vor aller „Synthese“. 

O. Neugebauer (Göttingen). 
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Reynolds, J. H.: The Hakemite tables of Ebn Jounis. Nature (Lond.) 1931, 
913 —914. 


Seardapane, Nicoletta Maria: Il problema di Malfatti. Period. Mat., IV.s. 11, 
281—292 (1931). 

Die sog. Malfattische Aufgabe, einem gegebenen Dreieck drei sich gegenseitig 
berührende Kreise einzuschreiben, hat mehrere Mathematiker, u.a. Steiner, be- 
schäftigt. Verf. gibt zum 200. Geburtstag des Erfinders eine Übersicht der verschiedenen 
Lösungen. Dijksterhwis (Oisterwijk, Holland). 

Tropfke, Johannes: Das & als Symbol der Unbekannten bei Descartes und seinen 
Nachfolgern. Archeion (Roma) 13, 300—319 (1931). 

Verf. liefert einen wertvollen Beitrag zu der Frage nach Wahl und Reihenfolge 
der Unbekannten bei Descartes. Zuerst wird die Geometrie (von 1637) einer ge- 
nauen Durchsicht unterzogen (8. 300—307). Es ergibt sich, daß zwar am Anfang 
2 als erste Unbekannte eingeführt wird, daß aber später die Vorrangstellung kon- 
kurrenzlos auf x übergeht, so daß x Abszisse, y Ordinate ist, während z eine Nebenrolle 
als Konstante oder als Substitutionsunbekannte (wie gelegentlich auch y) spielt. Dann 
untersucht Verf. die Werke der Nachfolger Descartes’ (8. 307—312). Auch hier hat 
x den Vorrang. Im Calcul de Mons (1638 ‚mit Wissen und Willen Descartes’ ge- 
schrieben“) ist zum erstenmal ausgesprochen, daß die ersten Buchstaben des Alphabets 
für die bekannten, die letzten, x, y,2, für die unbekannten Größen bestimmt seien. 
Schließlich (S. 312—319) zeigt Verf., daß bei Newton, Leibniz und den beiden 
Bernoulli die bisherige Übung weiter befestigt ist. Aus der impliziten Funktion 
ergibt sich jetzt die klare Erkenntnis der Gleichwertigkeit der beiden Variablen (Leib- 
niz 1692: coordinatae). Zur Frage der Bevorzugung des x äußert sich Verf. sehr vor- 
sichtig; in seiner „‚Geschichte der Elementarmathematik“ spielte noch die Ähnlichkeit 
des x mit dem cossischen Zeichen für die Unbekannte eine Rolle. (Druckfehler: Die 
Figuren 8—11 heißen im Text Figuren 1—4.) Kurt Vogel (München). 


Algebra und Zahlentheorie. 


Kravöuk, M.: Sur Pirreduetibilite de certains polynömes. Z. mat. Ciklu Vseukrain. 
Akad. Nauk Kyivi Nr 1, 29—35 u. franz. Zusammenfassung 36 (1931) [Ukrainisch]. 
On demontre Pirröductibilit6 des polynömes 
Zar AL): 
xı(x — 1)? 


dans les cas oü p est un nombre premier et g= 2 ou 3. V. @lwenko (Moscou). 

Broggi, Ugo: Sulla risoluzione delle equazioni algebriche. Atti Accad. naz. Lincei, 
VI.s. 13, 347—349 (1931). 

Auf Grund seiner früheren Arbeit über die asymptotische Entwicklung der Rezi- 
proken eines Polynoms (Rend. Istituto Lombardo 63, 968—974) führt der Verf. die 
Bestimmung der eventuellen komplexen Wurzeln einer algebraischen Gleichung auf 
die Bestimmung reeller Wurzeln einer Gleichung von nicht höherem Grade zurück. 

@. Cimmino (Napoli). 

Smogorzevskij, O.: Über eine Minimumaufgabe. Zap. prir.-techn. Vidd. Vse- 
ukrain. Akad. Nauk Kyivi Nr 3, 109—113 u. dtsch. Zusammenfassung 113—115 (1931) 
[Ukrainisch]. | 

.. Zu n Punkten P, (x, Yı),; Pa(&2, %9),: : :; Palin, Yn) einer ©, y-Ebene werden 
die Ausdrücke 


Os = PaPa + PaPa + "+ Pu Pu + PuPi 
BER: Pinsdaseses ln. 7 P,P; T PP; er Bor, 
gebildet, wobei die Indizes ?,,...,i„ eine beliebige Permutation der Zahlen 1,...,n 
Tr 
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darstellen. Es werden einige Sätze abgeleitet, die sich auf die Minima der Q bzw. der q 
(gegenüber Indexpermutationen) beziehen. Rellich (Göttingen). 

Bays, S.: Sur les systömes eyeliques de triples de Steiner diff6rents pour N premier 
(ou puissance de nombre premier) de la forme 6n + 1. VI. Commentarii math. helvet. 
3, 307—325 (1931). 

Die Resultate von IV und V werden auf die früher erwähnten Werte von N=6n +1 
angewandt, die Charakteristikensysteme und die Tripelsysteme angegeben. Zum 
Schluß werden (auch für N=6n +3 bis n=5) die Anzahlen der verschiedenen 
Charakteristikensysteme und der verschiedenen zyklischen Tripelsysteme für die ver- 
schiedenen Teiler d von 3n tabellarisch zusammengestellt. (IV.-V. vgl. dies. Zbl. 2, 182.) 

Burckhardt (Basel.) 

Turkin, W. K.: Gen6ralisation du thöor&me de Frobenius. C. r. Acad. Sci. Paris 
193, 1059—1061 (1931). 

Es wird gezeigt: In einer Gruppe der Ordnung g ist die Anzahl der Elemente, 
deren Ordnung ein Teiler von » und ein Vielfaches von m ist, stets durch den größten 
zu m teilerfremden Teiler von n teilbar; dabei ist m ein Teiler von n und n ein Teiler 
von g. Für den Falln = g wurde der Satz von L.Weisner, fürm = 1 von Frobenius 
bewiesen; der Beweis des vorliegenden Satzes erfolgt mit Hilfe des Frobeniusschen. 

Magnus (Göttingen). 

Pietrkowski, Stephan: Untergruppen und Quotientengruppen unendlicher Abelseher 
Gruppen. Math. Annalen 105, 666—671 (1931). 

Ist © eine (additiv geschriebene) Abelsche Gruppe, die in bestimmter Weise als 
direkte Summe [aus primären Summanden vom Range 1; vgl. St. Pietrkowski: 
Theorie der unendlichen Abelschen Gruppen. Math. Ann. 104, 535—569 (1931); dieses 
Zbl. 1, 200] dargestellt ist, so heißt eine Untergruppe U von & ausgezeichnet (bez. 
dieser Zerlegung), wenn die Zerlegung von & eine Zerlegung von U induziert. Ist & 
endlich, so ist a) jede Untergruppe einer ausgezeichneten Untergruppe isomorph, 
b) jede Restklassengruppe isomorph einer Restklassengruppe nach einer ausgezeichneten 
Untergruppe. — Ohne die Voraussetzung der Endlichkeit wird die Aussage a) i. A. 
falsch ; dagegen erweist es sich als möglich, die Aussage b) auf ‚‚abgeschlossene“ Gruppen 
& zu verallgemeinern. Reinhold Baer (Halle a. S.). 

Breuer, Samson: Zyklische Minimalbasis zusammengesetzten Grades. J. f. Math. 
166, 54—58 (1931). 

Ist eine Gruppe von Permutationen der n Variablen &,,..., 2, gegeben, so be- 
zeichnet man ein System von n algebraisch unabhängigen rationalen Funktionen 
mit rationalen Koeffizienten, welche Invarianten der Gruppe sind und durch die sich 
alle anderen rationalen Invarianten rational ausdrücken lassen, als eine zur Gruppe 
gehörige rationale Minimalbasis, insbesondere im Falle der zyklischen Gruppe der 
Ordnung n als rationale zyklische Minimalbasis. Es wird gezeigt, daß zu der zyklischen 
Gruppe der Ordnung n = Im mit (l, m) =1 sicher dann eine rationale Minimalbasis 
existiert, wenn dies für die zyklischen Gruppen der Ordnungen / und m der Fall ist 
und wenn mindestens für eine dieser beiden Gruppen die Summe der zugehörigen 
Variablen unter den Basisfunktionen auftritt. Außerdem wird eine rationale zyklische 
Minimalbasis 9. Grades angegeben. Zusammen mit früheren Ergebnissen des Verf. 
[J. £. Math. 156, 13 (1927)] ermöglicht dies die Aufstellung rationaler Minimalbasen 
für die metazyklischen Gruppen der Grade 13 und 19 und damit (nach den Galoisschen 
Gruppen getrennte) Parameterdarstellungen für die Koeffizienten der auflösbaren 
Gleichungen der Grade 13 und 19. Magnus (Göttingen). 

MaeDuffee, C. C.: A method for determining the canonical basis of an ideal in 
an algebraie field. Math. Annalen 105, 663—665 (1931). 

Es wird eine rein rationale Methode angegeben, in der Hauptordnung vo mit 
der Minimalbasis ®,,..., @, und bekannten Multiplikationskonstanten 


Cijk; (w:o; = > 6550) 
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für ein beliebiges Ideal, das durch eine Idealbasis &; = 27 4,0; GEL EN) ger 
geben ist, eine Minimalbasis ß};.. :, ß„ aufzustellen. Das Verfahren läuft hinaus auf 
die Bestimmung des gr. gem. rechtsseitigen Teilers endlichvieler ganzrationalzahliger 
Matrizen, die nach du Pasquier elementar möglich ist. Grell (Jena). 

Heuchamps, E.: Sur des suites tr&s generales qui se d&veloppent conformöment 
A la loi de formation des röduites d’une fraetion continue. Mathesis 45, Suppl. 1—15 
(1931). 

This paper deals chiefly with the sequence of continued fractions (I) (b, c), (b, a, c), 
(028,0). 2, theip 156 term of which (where a is p times repeated) is denoted by 


D- . The following are the most interesting properties of (T). 1°. = aN,-ı+ Nn-2 


D, = aD,-ı + Dy-2, 1. e. (I) behaves like the sequence of convergents to the continued 
fraction (a, a,...) (some properties of which are given at the beginning); 2°. (I) can 


be decomposed into two monotonic in the opposite sense sequences 


N = In 2 ei ln 

5 and De ( ee) 
having a common limit A=b+ (Ya? +4— a) . Hence, the existence of 
lım Se = (b,a,a,...) [the author speaks rather vaguely of the term 23 of 
2»>© D, Do 


“infinite rank” in (I)]. Some generalizations follow. +. Shohat (Philadelphia). 

Poletti, L.: Elenco di numeri primi fra 10 milioni e 500 milioni estratti da serie 
quadratiche. Mem. Accad. Ital. Roma, Cl. Sei. fis. ece. 2, 5—107 (1931). 

Eine quadratische Form a +bx+c, a,b, c ganz und g.g.T.= 1, b? — 4ac 
kein Quadrat, stellt für gewisse Werte von x Primzahlen dar. Verf. hat nun für die 
Formen 2 +2 +1, 282 +22 +41 @+xr+4, 412 +cH+l, 622462431 
diese Primzahlen > 10? bis zu einer hohen Grenze berechnet, erstens um eine große 
Menge Primzahlen zu finden, welche außerhalb der ‚Factor table of the first ten 
Millions“ von D. N. Lehmer liegen, und zweitens wegen der Notwendigkeit, ein aus- 
führliches Material zu verschaffen für theoretische Untersuchungen über die An- 
zahl der Primzahlen quadratischer Formen. Für = 2it +2 — 1=0 (mod. 5). 
Setzt man nun = 2-+ 5y, so ergibt sich die Form 5(5y? +5y+]). Verf. nennt 
5y?-++5y-+ 1 eine Quotientform und hat noch für 32 solche Quotientformen ebenfalls 
die Primzahlen berechnet. Das Ergebnis aller Rechnungen ist eine Tabelle von 17.200 
zwischen 10° und 5.10% gelegenen Primzahlen, bei welchen: von. jeder die Form an- 
gegeben ist. Weiter eine Tabelle, die für jede. Form die Anzahl. der: Primzahlen 
angibt unter den ersten 100, 500, 1000, .. ., 16000 Gliedern und unter 10, 20,..., 
500 Millionen. RER .2.2..N.6@. W.H. Beeger (Amsterdam). 
" Brun, Viggo: Algorithme pour ealeuler le n!®me nombre premier. Forh. nörske 
Vidensk: Selsk. 4, 66—69. (1931). u 8 en tiger 

Es sei n (x) die Anzahl der Primzahlen <x. Für die Reihe der Zahlen n, =n — r(n), 


nen ann +tNn), Wen—nntn + Me), ..., wird bewiesen: n,=0 für ge- 
nügend großes i. Ist n, die erste Zahl, welche den Wert Null hat, so gilt für die .n-te 
Primzahl , <n tn tm+ "+ Mm-ı- -N.G. W. H. Beeger (Amsterdam). 


Lehmer, D. H.: On a theorem of von Sterneck. Bull. amer.-math. Soc. 37, 723 
bis 726 (1931). 

Der Satz von Sterneck lautet: Sind f und g numerische Funktionen und ist 
h(n) = Zf(i) g(j), die Summe erstreckt über alle Paare i, j, deren kleinstes gemein- 
sames Vielfaches n ist, und ist ferner F(n) = (6), @(n) = 24 (6), H(n) = Zh(ö), 
die Summen erstreckt über die Teiler ö.von n, dann ist F(n) @(n) = H(n). Lehmer 
bedient sich nun einer von ihm auch in Trans. amer. math. Soc. 83 (1931) eingeführten 
Klasse von Funktionen (x, y) mit folgenden Eigenschaften: A. Sind x und y natür- 
liche Zahlen, so ist es auch y(z, y). I. Ist n > 0, so hat die Gleichung y(z, y) = rn nur 
endlich viele Lösungen. IL. y(z,y)=y(y x). II w(y(z, y,2) = v(a, y(y 2). 
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IV. Aus y(a,1)=n folgt = n. Die Lösungen von y(z,n)=n heißen die zu n 
assoziierten Zahlen. Für die Zwecke dieser Abhandlung wird noch verlangt: B. (x, y) 
ist nicht zu n assoziiert, wenn weder x noch y zu n assoziiert sind. Die einfachsten 
y-Funktionen sind + y—1, xy, [%, y], d.i. das kleinste gemeinsame Vielfache 
von x und y, ferner max(x, y). Unter den Polynomen gibt es keine anderen y-Funk- 
tionen als Axy— (A— 1)(x+y-— 1), wo A eine natürliche Zahl oder O ist. Mit 
Hilfe der Zerlegung in Primfaktoren lassen sich aus einer y-Funktion immer wieder 
neue erzeugen. Es wird nun bewiesen: y(x, y) ist nur dann zu n assoziiert, wenn 
» und yes beide sind, und nun der Hauptsatz: Ist A(n) = Zf(i) g(j), die Summe er- 
streckt über alle Paare s, j, für die y(3,7)= n ist, und F(n) = &/(a), G(n) = &Zg(a), 
H(n) = 2h(a), die Summen erstreckt über alle zu n assoziierten Zahlen a, so ist 
F(n) @(n) = H(n). Der Satz von Sterneck ergibt sich, wenn y(z, y) = [x, y] gesetzt 
wird. Für y(z, y) = max(z, y) ergibt sich eine Art partielle Summation. (Vgl. das 
folgende Referat.) L. Schrutka (Wien). 

Lehmer, D. H.: Arithmetie of double series. Trans. amer. math. Soc. 33, 945 
bis 957 (1931). a 

Supposons que la serie double I) a, b, repr&sentant le produit des series I’ a, et 

1r,3=0 

>; b„ Puisse ötre arrang6 pour former une serie simple I’c, en groupant d’une fagon 
quelconque les termes de la serie double. — Le groupement peut &tre exprimö au moyen 
de la fonction Y(z, y) pour laquelle l’&quation y(z, y) = n a les solutions (i, 7) corre- 
spondant & = a,b; uniquement. — Les coefficients d’une serie infinie sont sim- 
plement des valeurs d’une fonction numerique 


& HG) g()= hin) 


que l’auteur 6crit en abrege fOg= h. — L’auteur se borne & examiner le cas oü les 
conditions suivantes relatives & la fonction sont remplies 

| y(&,y)=n a un nombre fini de solutions, (1°) 

y(ay) = y(ya), (2°) 

yleylye)] = yly@y)2]. (3°) 


Ües restrietions permettent n&anmoins d’atteindre une foule de cas particuliers pr&ce- 
demment connus que l’auteur deduit avec aisance dans son &tude. M. Kraitchik. 

Lehmer, D. H., and R. E. Powers: On faetoring large numbers. Bull. amer. math. 
Soc. 87, 770—776 (1931). 

On sait (M. Kraitchik, Theorie des Nombres 2, 195—208. Paris: Gauthier- 
Villars 1926) que lorsque l’on a une suite de congruences (mod N) 

ER u; =by Wer ar Sch) (1) 

ces congruences forment un cycle si le produit de tous les coefficients est un carre 


n n n N 
parfait. — Posons A?= ]JJa,, B?= ]]b, X=IIs,, Y= J]y,, on aura, en multi- 
1 i i 


1 
pliant toutes les congruences membre & membre (AX)?=(BY)2.—Sil’onaAX=- BY, 
le cycle est dit primitif. Dans le cas contraire, on aura un cycle derive. — Quand 
une serie des congruences conduit & un cycle derive, on en döduit immediatement la 
factorisation de N. — Lehmer et Powers deduisent leur cycle des relations qu’on 


obtient en d6veloppant YN en fractions continues. On sait qu’on aura, en designant 
par X; les quotients complets successifs, par A,/B; les röduites successives et en posant 


les relations P+QQ.1=N 
#4 —-NB=+04ı 
qu’on peut &crire (mod N) P= — 00; 
4=+ Gar- 


an DL AIR 


N 
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Il en r&sulte que, dans certains cas, on peut former un cycle soit de A;, soit de Q:. 
Les deux cas sont effeetivement considöres dans ce travail. Kraitchik (Bruxelles). 
Walfisz, Arnold: Teilerprobleme. II. Abh. Math. Z. 34, 448—472 (1931). 
Es sei (für ganzes n > 0) o(n) =2}d"! die Summe der reziproken Teiler von n; 
an 


also no(n) = Summe der Teiler von n. Weiter sei 


Don) = 88) = Er = >-loge + T,(@), 


1=ZEn=% 


D’ not) = Ste) = + Ta), 


1l<n<x 
a. 
> - 224 Pıl@). 
ni+n3+n3+n? =% 
IP. ist also der Gitterrest für die vierdimensionale Kugel; bekanntlich ist 
P,(x) = 8T(x) — 32 ee) +1 | Es werden (mit explizit angegebenen Werten der 


positiven Konstanten c},6g, c;) folgende Abschätzungen bewiesen: 


[mtwau = c12 + Ola! loga); (1) [rtwau = oa + Ol@*loga); (ID) 
N) (N) 


[Prwau = 009 + ola® loge) 4 (III) 
r 


(II) wird leicht aus (I) gefolgert ; die Beweise von (I) und (III) sind methodisch verwandt, 
elementar aber ziemlich kompliziert. Beweisskizze zu (I): Es sei y(u) = u — [u] — #; 
» die Eulersche Konstante; aus S,(2) = anal Sie folgt leicht 

/ n 


n=% ab=zT 
—T,&) = .. (y + log2r) + > v(&) + >ey(z) + 08?) 
a<Vr b<Vx 


T 
und daraus sehr einfach eine Formel für il T3(u)du, in welcher der Ausdruck 


Zafeloiee em 
ab<Vz ° Ya 
und noch zwei ähnliche Ausdrücke vorkommen. Diese Ausdrücke werden (und hier 
liegt die Schwierigkeit) mit Hilfe der Fourier-Entwicklung —n"!>'m”!- sin2rrmu 
bgeschätzt. ie" 
a A Jarnik (Praha). 
Wilton, J. R.: On Dirichlet’s divisor problem. Proc. roy. Soc. Lond. A 134, 192 
bis 202 (1931). 


Über die Anzahl d(n) der positiven Teiler der natürlichen Zahl n hat Voronoi 1903 
die Identität entdeckt: Setzt man 


Ala) = Di din) — allge +20 —1) — 4, 
so ist en 


Aa) = 1a I ee L,(4rYna) , 
n=1 


wo L, eine Linearkombination der ersten Besselschen Funktionen 2. und 3. Art ist. 
Verf. verallgemeinert diese Identität mittels der folgenden Sätze: Ist Z, und Zy ent- 
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sprechend wie oben definiert und M, eine andere Linearkombination der oben genannten 
Funktionen, so ist, wenn man zur Abkürzung 


I @ Nm) = 4) — a lenieeh 


.& N) = z,log N + 20) Iu(taY Ne) + a zu [lo L,(4n yaı) 
setzt: ? 


DD! @ m) — ia, N =—A(N) I L,(4rY Na) 


Heinz (u) 1 (wj/ »)au 


4nVNz& 


- 4m 1, (42 YN«) + ine (Ar Yet) AI0E- 


— 2 Yr Damfı (47 Ya) m Mu (ar Ind); 


2) Da, N) = O(at+: N) + O((Nx)-tlogN) + O(z°) 
bei positivem e für —>co, N—oo gleichmäßig in z und N. Ist x fest oder gehört 
es einem abgeschlossenen Intervall an, das keine ganze Zahl enthält, so kann in 2) das 
Glied O(x°) gestrichen werden. — Ganz entsprechende Resultate hat Hardy 1925 bei 
dem verwandten Problem der Anzahl der Gitterpunkte auf einer Kreisscheibe erhalten. 
Die Beweise des Verf. benutzen außer einigen Tatsachen aus der Theorie der Bessel- 
funktionen keinerlei höhere Hilfsmittel. Hans Heilbronn (Göttingen). 
Pölya, G.: On polar singularities of power series and of Diriehlet series. Proc. Lond. 
math. Soc., II.s. 33, 85—101 (1931). | 
Der Verf. hat früher (Göttg. Nachr. 1930, 19—27) einen Satz über Laplacesche 
Integrale bewiesen, worin die Häufigkeit der Zeichenwechsel der Dichtigkeitsfunktion 
mit der Verteilung der Pole des Integrales verknüpft wird. Dieser Satz wird jetzt in 
verschiedenen Richtungen verwendet. I. Es sei 


D(is)= un’, m reell.n]a,|<o, 
n=1 “ 
für o> 5 .(b <1) meromorph. Es sei p, die Anzahl der Nullstellen der Abschnitte 
a x* im Intervalle 0 <z<1, und essei „genügend oft“ 2„, = 0 (logn,). I'(s) D(s) 


A Hay entweder für o > bregulär oder nur für co > ß (>b), wobei aber # + %y ein Pol 
ist mit O<y <Iim n Pn, (logn,)=!. II. Es seien {c,}, {yn} und {ö,} reelle Zahlenfolgen, 


Zlal<; 0 z = <Yn+1: 9(X) sei reell und stetig für > 0 und O(e-**), a> 0, 
für >. D: Anzahl der Zeichenwechsel von 


I(@) = 9(e) +30, cos(Yn® + On); 


n=1 
wenn x von O bis t wächst, ist wenigstens a t— A, wo A von £nicht ebhang (Verall- 
gemeinerungen, auch für trigonometrische Integrale.) III. Es sei f(z) -% 4,2”, Q„reell, 


für |2|<1 konvergent. f(2) soll keine anderen Singularitäten als Pole auf [2] =1 
besitzen, und zwar: sollen e'’: bzw. der O<y,<Sy,=5n) der z= 1 am nächsten bzw. 


Pe FE 
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am entferntesten von den Polen der höchsten Größenordnung sein. Wenn V„ die An- 
zahl der Zeichenwechsel der Folge a,, 1; . . ., @, bezeichnet, so ist 

n <= im r <im r<®. 

WAT ey U ra EAN In 
Die beiden ersten Sätze werden durch mehrere Anwendungen auf zahlentheoretisch 
interessante Funktionen beleuchtet und sind wohl als Beiträge zu der Erforschung der 
Riemannschen Vermutung zu betrachten. Hille (Princeton, N. J.). 

Bloch, A., and 6. Pölya: On the roots and certain algebraie equations. Proc. 


Lond. math. Soc., II.s. 33, 102—114 (1931). 

Es sei fae)=ltar tat rn ee, 
d.h.,=-1,0,+1. Es sei P,„ die größte Anzahl von Nullstellen, die irgendeines 
der 3” verschiedenen Polynome dieses Typus im Intervall 0 < x < 1 besitzen kann. 
Die Verff. beweisen, daß 

A-In!(logn)-U2 < P,< An(logn) "tloglogn 
für n > 3, A Konstante. Diese Fragestellung schließt sich dem Ideenkreis der voran- 
gehenden Arbeit von Pölya an. Hille (Princeton, N. J.). 

Srivastava, P. L.: On certain Dirichlet’s series. J. indian math. Soc. 19, 59 bis 
64 u. 65—74 (1931). 

Der Verf. betrachtet die analytischen Funktionen, welche durch die folgenden 
Dirichletschen Reihen definiert sind: 2 


Serien (m+ a) wu e 
ö EEE N 


Serimtaß san‘ A+0, wenn B<1; 0<A<2n wenn P=1. 
ö 


Dap(n + aJer+9? 0<a<T,-0<a<H; 
ö 


wo (z) eine ganze Funktion ist, deren Ordnung kleiner als & ist. Mittels einer 
Darstellung dieser Funktionen als unendliche Reihen wird bewiesen, daß die zwei 
ersten ganze Funktionen sind, während die dritte eine einzige endliche Singularität im 
Ursprung besitzt. - Be -F.--Bohnenblust (Princeton). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 

Kuratowski, C., et A. Tarski: Les op6rations logiques et les ensembles. projeetifs. 
Fundam. Math. (Warszawa) 17, 240—248 (193]). RL hast 

Kuratowski, Casimir: Evaluation de la elasse borelienne ou projeetive d’un ensemble 
de points ä P’aide des symboles logiques. Fundam. Math. (Warszawa) 17,.249—272 
(1931). | 

Das Entsprechen zwischen den logischen Operationen Negation bzw. Konjunktion, 
Disjunktion einerseits und den mengentheoretischen Operationen Komplementbildung 
bzw. Durchschnitt, Vereinigung andererseits wird ausgedehnt, indem auch: für die 
logischen Operationen „es gibt“ und „für alle“ einfache zugehörige mengentheore- 
tische Operationen (und zwar in der letztgenannten Arbeit je zwei Operationen) an- 
gegeben werden. . Die so hergestellte „‚dualite logico-mathämatique“ wird zu- 
nächst in:der Arbeit von Kuratowski und Tarski angewandt, um den Satz: zu. be- 
weisen: Werden auf:solche Aussagenfunktionen reeller. .Variabler, die durch je eine 
projektive Punktmenge (Lusin, Ensembles analytiques) erfüllt werden, die 5 logischen 
Operationen endlich oft angewandt, so wird die entstehende Aussagenfunktion wiederum 
genau durch eine projektive Punktmenge erfüllt. — Die von K. in der letzteren Arbeit 
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angegebene allgemeinere und streng formale Fassung der dualit& umfaßt diejenigen 
mengentheoretischen Operationen, mit deren Hilfe die Klasse von Borelschen und 
projektiven Mengen definiert wird, und gestattet daher, mittels weniger Schlüsse eine 
obere Abschätzung der Borelschen bzw. der projektiven Klasse (im allgemeinen 
die Klasse selbst) solcher Mengen zu finden, die gegebenen Mengen von bekannter 
Klasse auf irgendeine bestimmte Art zugeordnet sind; man hat nur die betr. Zuordnung 
logikkalkülmäßig darzustellen und die 5 Kuratowskischen Dualitätsformeln anzu- 
wenden. Der Verf. bringt außer neuen Sätzen kurze Beweise für viele Sätze von Haus- 
dorff, Lusin, Sierpinski u.a., insbesondere auch für Sätze über Analytizität 
von Mengen (und für Verallgemeinerungen solcher Sätze). Arnold Schmidt. 

Mazurkiewiez, Stefan: Sur ensemble des continus psaniens. Fundam. Math. 
(Warszawa) 17, 273—274 (1931). 

Ein von Kuratowski in der vorstehend referierten Arbeit aufgestellter Satz 
über die Borelsche Klasse einer Menge stetiger Bilder einer Strecke wird verschärft und 
verallgemeinert. Arnold Schmidt (Göttingen). 

Neumann, J. v.: Algebraische Repräsentanten der Funktionen „bis auf eine Menge 
vom Maße Null“. J. f. Math. 165, 109-115 (1931). 

The author considers complex valued bounded measurable functions f(x) defined 
for all real values of x. A “general polynomial” p(u,,.. ., %,) is defined to be a linear 
combination of a finite number of power products of the u,,......, %, and: their complex 
conjugates %, ..., %, with complex coefficients. Two functions f(x), g(2) are equi- 
valent if they differ only at a set of points of Lebesgue measure zero. The class of all 
f(x) can be divided into classes $ of equivalent functions. Since the equivalence of 
Plhıs tes», fn) and P(gı, - - -, 9n) follows from the equivalence of thefunctions fand g, 
the class $ of pl(fi,...,7) depends only on the classes 8,,...,%n of his: - > In- 
Then 2=p($,,...,8,). The class of constants a is a. The problem (suggested 
by A. Harr) proposed and solved is: Is it possible to represent every class ® of 
equivalent functions / by a single function fx so that for every general polynomial 
P(u,...,%,) and any classes $,,..., Sn, P($ıs -- -, 8) = 0 implies the identity 
Pla». --»/n,) =0? The problem is insoluble if the condition “bounded” is removed. 
A number of extensions of this result are discussed in the final section. Chittenden. 

. Denjoy, Arnaud: Sur la definition riemannienne de Pintegrale de Lebesgue. CO. r. 
Acad. Sci. Paris 193, 695—698 (1931). 

. Es wird bewiesen, daß die 1919 (C.r. Acad. Sci. Paris 169, 219—220) vom Ver- 
fasser gegebene Integraldefinition der Lebesgueschen äquivalent ist; vermutungsweise 
wurde dieser Satz bereits.1919 vom Verf. ausgesprochen. Kolmogoroff (Moskau). 

Bouligand, Georges: Sur la construction de Cantor-Minkowski. Roczn. polsk. towarz. 
mat. 9, 21—31 (1931). > 

Man konstruiere um jeden Punkt einer beschränkten abgeschlossenen Punkt- 
menge E eine Kugel mit gegebenem Halbmesser. Im allgemeinen wird nur ein Teil der 
Oberfläche ihrer Vereinigungsmenge der äußeren Begrenzungsfläche angehören. Es 
wird bewiesen: Gibt es zu einem Punkt der Oberfläche eindeutig einen Punkt von Z 
mit kleinstem Abstand (‚ordentlicher Punkt‘), so liegt er auf der äußeren Begren- 
zungsfläche. Auf dieser liegen die ordentlichen Punkte überall dicht. In jedem ordent- 
lichen Punkt gibt es eine Tangentialebene der Begrenzungsfläche. Feller (Kiel). 

Bouligand, Georges: Sur les surfaces depourvues de points hyperlimites (ou: 
Un th&or&me d’existence du plan tangent). Roczn. polsk. towarz. mat. 9, 32—41 (1931). 

Es sei A ein Häufungspunkt der Punktmenge E im Raume. A heiße ‚„Über- 
häufungspunkt‘ (point hyperlimite), wenn es einen Kreiskegel mit A als Spitze gibt 
derart, daß alle Geraden durch A, die in dessen Inneren liegen, Grenzgeraden von 
Sehnen aus E sind. A heiße „totaler Überhäufungspunkt“, wenn jede Gerade durch A 
eine solche Grenzgerade ist. Zunächst wird folgender Satz des Verf. [Bull. Soc. math. 
France 56, 26—34 (1928)] neu bewiesen: Die Flächen ohne totale Überhäufungspunkte 
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bestehen aus endlich vielen Flächenstücken, die einzeln (in verschiedenen Koordinaten- 
systemen) in der Form z= f(x, y) darstellbar sind, wobei /(x, y) beschränkte Diffe- 
renzenquotienten besitzt. Ferner: ein Flächenpunkt ohne Tangentialebene ist immer 
Überhäufungspunkt. Willy Feller (Kiel). 

Szmuszkowiezöwna, Hanna: Sur le diametre transfini. Sprawozd. Towarz. nauk. 
warszaw., Wydz. III 24, 1—-7 (1931). 

Es sei z(M) der transfinite Durchmesser von M. Verf. beweist, daß aus zt(C) = 0 
die Gleichung z(B-++ C) = t(B) folgt, und zwar für beliebige abgeschlossene Mengen B 
und ©. Außerdem vereinfacht Verf. den Beweis eines Satzes von Pölya. 

A. Kolmogoroff (Moskau). 

Sierpiäski, W.: Sur un erible universel. Fundam. Math. (Warszawa) 17, 1—3 
(1931). 

Un ensemble I’ situs dans l’espace est un crible normal & 3 dimensions, s’il 
est une somme d’une infinit& denombrable de rectangles, dont les cötes sont paralleles 
aux axes Ox et Oy et dont les sommets ont des coordonndes rationelles; un ensemble 
plan C est un crible normal plan s’il est une somme d’une infinite denombrable de 
segments parallöles & l’axe Oz et dont les extremites ont des coordonnees rationelles. 
L’auteur construit un erible universel & 3 dimensions, c.-&-d. un crible normal & 
3 dimensions U, tel que, quel que soit le erible normal plan C, il existe un nombre 
reel c, tel que l’intersection de U par le plan y= cestlecrible ©. Ridder (Groningen). 

Sierpiäski, W.: Sur les eribles projeetifs. Fundam. Math. (Warszawa) 17, 30 
bis 31 (1931). 

Cette note contient une demonstration nouvelle du theoreme: «Tout ensemble 
cribl& au moyen d’un crible analytique est un ensemble analytique; tout ensemble crible 
au moyen d’un ensemble projectif est un ensemble projectif.» Pour le cas des cribles plans 
la d&monstration repose sur la construction d’un ensemble plan T= H,H,A,..., 
ot les H; sont analytiques resp. projectifs, qui a la propriet€ que sa projection sur 
P’axe OX coincide avec l’ensemble cribl&. — Comparer Lusin, Legons s. 1. ens. an., 
p. 180, 287. J. Ridder (Groningen). 

Sierpihski, W.: Les ensembles analytiques comme eribles au moyen des ensembles 
fermes. Fundam. Math. (Warszawa) 17, 77—91 (1931). 

On trouve dans cette note les demonstrations des th&or&mes suivants: 1. Les ensem- 
bles analytiques coincident avec les ensembles cribles au moyen des ensembles fermes; 
2. Si E est cribl& au moyen du crible plan H et si & est un nombre ordinal = 0 et <Q, 
la constituante &, du complömentaire & de E sera, par definition, ensemble de tous 
les nombres a, tels que la droite &= a rencontre H en un ensemble de points bien ordonn& 
(d’apres la grandeur de ses ordonn&es) du type &. Les ensembles &, sont tous mesurables 
B, si H est un F,; 3. La condition necessaire et suffisante pour qu’un ensemble 
cribl& au moyen d’un crible plan F, soit mesurable B est que les constituantes &, du 
complementaire de E soient vides & partir d’un certain rang u < 2,4. Si Eest crible 
au moyen du crible plan H et si & est un nombre ordinal = 0 et < 2,la constituante 
E,„ de E sera, par definition, l’ensemble de tous les nombres « de E, pour lesquels il 
existe un nombre reel n fini ou = — oo et tel que l’ensemble de tous les points de H 
situes sur la droite = a et ayant des ordonnees y < n est bien ordonne du type &, 
tandis que l’ensemble de tous les points de H situes sur cette droite et tels uey< + 
(resp. <— n, sin = oo) n’est pas bien ordonne, quel que soit & positif (resp. q. q.s. 
le nombre naturel rn). Les ensembles E, sont tous mesurables B, si H est un Fs55. Si 
H est un ensemble plan ferm& et si E, cribl& au moyen de H, est mesurable B, alors 
les constituantes Z, ne sont pas necessairement vides & partir d’un certain rang u < 2 
(comp. le th. 3); 6. U &tant un ensemble ferm& universel dans l’espace & 3 dim. 
(c.-ä-d. un ensemble tel que les plans parallöles au plan X0Z rencontrent U en tous 
les ensembles fermes plans possibles) et 
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la decomposition du compl&mentaire de l’ensemble plan E, crible au moyen de U, 
en constituantes, il se laisse montrer que les classes des &, tendent vers 2 avec &. 
J. Ridder (Groningen). 

Lusin, N.: Sur une famille de eompl&mentaires analytiques. Fundam. Math. 
(Warszawa) 17, 4—7 (1931). 

L’auteur demontre la proposition: «Soit & le compl&mentaire d’un ensemble 
analytique Z situ& dans le plan XOY et cribl& au moyen du crible universel U. De- 
REROUSBEBE Et + Ent ++ --|Q 
le d&veloppement de & en serie de constituantes determinees par le crible U. Alors 
les classes de ces constituantes 6, tendent vers (2 avec &.» (Comparer Lusin, Legons 
sur les ens. analytiques. Paris 1930, p. 207 e. 208.) Cependant chaque compl&mentaire 
analytique & peut &tre d&velopp& en une serie de constituantes, dont une infinit® non 
denombrable sont nulles. — Pour les definitions des notions utilisees dans cette note 

on peut se reporter au livre dejä cite, p. 135, 178 e. 179, 187 e.188.  J. Ridder. 
3 Novikoff, Pierre: Sur les fonetions implieites mesurables B. Fundam. Math. (War- 
szawa) 17, 8-25 (1931). 
Les &quations: N RR FE ee 


Fe arme Ya Yan Yo) 0 

ou les fonctions F,, F3, ..., F, seront mesurables B, definissent p fonctions Yı, Ya, - - - , Yy 
des variables X, %,.:-, 2m. A. Si & chaque point (2, %,.. ., 2) correspond au 
plus une infinit® denombrable de valeurs pour chacune des fonctions %;, alors l’ensemble 
d’ezistence BE (2,,.. :, 2) de ces fonctions implicites est mesurable B. En outre il 
existe un systeme de p fonctions %;, uniformes et mesurables B dans E, qui satisfont les 
relations #}\=0,...,#,=0. B.Dans le cas des fonctions implieites multiformes 
a une infinit& non denombrable de valeurs on peut toujours definir un syst&me d’equa- 
tions F},—=0,...,F,=0 tel qu’il n’existe aucun syst&me de fonctions uniformes 
et mesurables B, qui Yörifient ces &quations, quoique le domaine d’existence Z(z,,..., 2.) 
sera mesurable B. M. Novikoff deduit l’existence d’un tel systeme d’equations de 
lV’existence de deux complömentaires analytiques E, et E, sans point commun, qui ne 
sont pas separables B (cela veut dire qu’il est impossible de construire deux ensembles 
mesurables B, sans point.commun et contenant resp. E, et E,) et-dont on trouve la 
construction dans cette note. En general le domaine d’existence est, dans ce eas, un 
ensemble analytique. —Comparer Lusin, Legons s. l.ens: an. Chap. IV. Ridder. 

‘ Ceeh, Eduard:-Sur les fonetions continues qui prennent enedur leur valeur un nombre 
fini de fois. Fundam. Math. (Warszawa) 17, 32—39 (1931). 
"Es bedeute: J ein festes offenes Intervall; f auf J definierte, reelle, stetige Funk- 
tionen, die keinen Wert unendlich oft annehmen; M(f) die Menge aller x € J, in deren 
passender Umgebung in .J/ ein gegebenes f monoton ist; A(f) den isolierten Teil von 
I MlMehr, Bed, die Klasse aller solchen zu E’ komplementären Intervalle, 
die eine ungerade Anzahl von Punkten aus Z enthalten; D(K), Keine Intervallklasse, 
die Menge der Endpunkte aller € X; A solche isolierte Teilmengen von J, daß D(4A) für 
0+4AcT, nicht in-sich-dieht ist. Behauptung: Stets ist M(f) = J— A(f) und 
A(f) ein A. Der indirekte Beweis läuft mehrmals auf den Nachweis einer Folge von 
Teilintervallen des Wertebereichs von f mit nicht leerem Durchschnitt hinaus, von dem 
jeder Punkt einen unendlich oft angenommenen Wert von f.darstellt. Umkehrung: 
Zu.jedem A gibts en {mit M)=J — A. Bei der Konstruktion wird I’, transfinit 
folgendermaßen ausgeschöpft: Ein (u, v) € I’ heißt von O-ter. Ordnung, wenn oder v 
ein isolierter Punkt von D(T',) ist. 7, "bedeute die Klasse aller übrigen (uw, v) EI". 
Ein (w, v) € /\, heißt von erster Ordnung, wenn u oder v ein isolierter Punkt von D(7}) 
ist usw. Neubauer (Brno). 
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Saks, $.: Sur certaines elasses de fonetions continues. Fundam. Math. (Warszawa) 
17, 124—151 (1931). 

Die Arbeit enthält eine Reihe von Verallgemeinerungen der Begriffe einer total- 
stetigen Funktion, einer Funktion mit beschränkter Schwankung, einer der Lusinschen 
N-Bedingung genügenden stetigen Funktion usw. — Es werden die gegenseitigen 
Beziehungen dieser verschiedenen Funktionenklassen untersucht und auf das Denjoy- 
Perronsche Integral angewandt, wobei u.a. eine neue Charakterisierung der als un- 
bestimmte Denjoy-Perronsche Integrale auftretenden Funktionen gewonnen wird. — 
Unter den zahlreichen Ergebnissen der Arbeit findet man auch neue Charakterisierungen 
der totalstetigen Funktionen sowie Bedingungen dafür, daß eine stetige Funktion 
als Summe einer totalstetigen und einer nirgends zunehmenden Funktion’ dargestellt 
werden kann u.dgl. — Schließlich werden gewisse Eigenschaften von Funktionen 
mit beschränkter Schwankung (darunter das Resultat von Banach, welches besagt, 
daß die Werte, die eine Funktion mit beschränkter Schwankung unendlich oft annimmt, 
eine Menge vom Maße Null bilden) auf allgemeinere Funktionenklassen ausgedehnt. 

P. Alexandroff (Moskau). 

Kuratowski, Casimir: Sur la theorie des fonetions dans les espaces metriques. Fun- 
dam. Math. (Warszawa) 17, 275—282 (1931). : 

This paper considers the B-measurability of functions on a metric space X with 
functional values on a metrie space . A closed (open) set is of class O multiplicative 
(additive). The product (sum) of a denumerable set of sets of class <a is of class & 
multiplicative (additive). f(x) is of class & if for every closed set F from the space 9), 
the set of elements x for which f(x) belongs to F is of class & multiplicative. On the 
basis of these definitions, the author shows in a simple way that (a) if y= f(x) is of 
class & and z = g(y) is of elass ß then g f(x) is of class & + ß; (b) if /„ is a. sequence 
of functions of class & converging to a function f, then fis of class «+1, but of class 
& if the convergence is uniform; (c) if fis of class & and 9) is separable, then the set 
of points (x, 4) for which y = f (x) of the composite space X) is of class « multiplicative; 
(d) if X is separable and f(x, y) continuous in x and of class & in y, then /(z, y) is of 
class «+1 on &9; (e) if = flt), y= g(f) define z= (z, y), and the spaces X and 9) 
are separable, then a necessary and sufficient condition that z be of class & isthat / and g 
be of class &. This is extended to the case where 9) is the composite of a denumerable 
set of X; (f) if fis of class &, then f is the limit of a sequence of functions of class x — 1 
or uniform limit of functions of elass <A, if A is a limit number, provided the latter 


functions are allowed to assume values not in ); (g) if) is separable then every function 


of class & has the Baire property, i. e. there exists a set of first category P such that 
f is continuous on *— P. Hildebrandt (Ann Arbor). 

Sierpihski, W.: Sur deux compl&mentaires analytiques non s&parables B. Fundam. 
Math. (Warszawa) 17, 296—297 (1931). 

Es seien U eine dreidimensionale @5-Universalmenge (d.h. eine @5-Menge, deren 
zur YOX-Ebene parallele Schnitte alle möglichen ebenen @5-Mengen durchlaufen), 
PU die Projektion von U auf die XOY-Ebene, E= CPU die zur Menge PU 
komplementäre Menge und H die Eindeutigkeitsmenge von U [d.h. die Menge von 
Punkten (a,b) der XOY-Ebene, für welche die Gerade = a, y= b die Menge U 
nur in einem Punkte schneidet]. Die so definierten Mengen E und H sind Komplementär- 
mengen zu A-Mengen; zwei Borelsche Mengen B,>E und B,>H haben notwendig 
einen nicht leeren Durchschnitt. Kolmogoroff (Moskau). 


Analysis. 
Steckel, $.: Un th&or&me sur les fonetions itör&es. Sprawozd. Towarz.nauk. warszaw.., 
Wydz. III 24, 8—11 (1931). 
Eine stetige Funktion f(x) bilde einen metrischen Raum E auf eine Teilmenge ab. 
Zu jedem Fixpunkt gebe es eine gewisse Umgebung, deren Punkte ihm hierbei nicht 
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näher rücken. Dann ist die Folge der Iterationen in den und nur den Punkten kon- 
vergent, die nach endlich vielen Schritten in einen Fixpunkt abgebildet sind. Dies 
wird funktionentheoretisch angewendet: E ein offenes Gebiet, in jedem Fixpunkt 
\F&|>1. Es gibt dann höchstens abzählbar viele Konvergenzpunkte. Als Beispiel 
werden Polynome in der Vollebene konstruiert, die genau abzählbar viele Konvergenz- 
punkte erzeugen. Ullrich (Marburg, Lahn). 

Shimizu, Tatsujirö: On the iteration of algebraie funetions. I. (Math. Inst., Imp. 
Univ., Tokyo.) Proc. phys.-math. Soc. Jap., III.s. 13, 255—266 (1931). 

Sei y= ®(x) eine algebraische Funktion definiert durch P(xz,y)=0. Verf. 


untersucht die Iterierten y= ®(r), yı = D(D(z)), „= --- und y , = D’!(n), 
Y-„= DD -x)),..., die man erhält durch Elimination aus den Systemen 
P(z,y)=0; Pix, y)=P(y, )=P0;..., Pa, y)=P(yı y)=- = P(yn-1,4y)=0 
bzw. P(y_,©)=0; P(y_ı,Y-2) = P(y-s, 2) = 0 usw. Die Fixpunkte bestimmen 
sich aus der Gleichung P(z, 2) = 0. — Es wird eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür gegeben, daß in der Nähe eines Fixpunktes nur endlich viele Iterierten 
eines gegebenen Punktes vorkommen. Ahlfors (Paris). 


Cartwright, Mary L.: The zeros of the eardinal funetion of interpolation. J. Lond. 
math. Soc. 6, 252—257 (1931). 
The cardinal function is the interpolation function 


Orr: u 


which takes the values a, at the points z=n. The author proves the following theo- 


rems:—l. If es 
D(-1"a, —=1 


and also 1 1 
De 0; ae) z az o(- sr) (2) 
as n— %, then the zeros of f(z) are determined by 
| Z=EMHt u, (3) 


where m is an integer and 2,„—0 as |m| > o.—II. It is not possible to replace 


o by O in equation (2). —III. If 


Sya-1 
and if oo 
wlan? + |a_,%), 


where p>=]1, is convergent, then the zeros of (1) are determined by (3). Whittaker. 

Abramesco: Sur le facteur de convergence uniforme de M. Leja d’une serie de poly- 
nomes. C. r. Acad. Sci. Paris 193, 984—986 (1931). 

Quelques remarques simples concernant le facteur de convergence d’une serie de 
polynomes [voir les analyses des notes de M.Leja, O.r. Acad. Sci. Paris 193, 506, 
764 (1931); vgl. dies Zbl. 2, 336; 3, 6]. Citons, en particulier, l’extension de cette 
notion aux series d’Appell — Z[P,(x)]"!. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Itihara, Tetuzi: Über die Potenzreihe mit beschränktem Mittelwerte. Jap. J. 
Math. 8, 103—112 (1931). 

Erfülle die Potenzreihe Da,” im Einheitskreise |«|=r <1 für ein A > 0 die 
Mittelwertsbedingung 


27 
1 > a | 
Al rer) dp=1. 
) 


TEE 
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Es werden verschiedene Abschätzungen der Cesäroschen Mittel und der Majorante 
DI |a,|r” gegeben und bewiesen, daß 
io 1+r\14 
ee 5 _ ) : Ullrich (Marburg, Lahn). 

Walsh, J. L.: On the overconvergence of certain sequences of rational funetions 
of best approximation. Acta math. (Uppsala) 57, 411—435 (1931). 

The author is concerned with the problem of approximation to a given,analytic 
function f(z) by means of “rational functions of degree n”, r„(z) = P,„(z)/Q„ (2), where 
the numerator and denominator are polynomials of degree <n, and the denominator 
does not vanish identically. It is shown by simple examples that the domain of uniform 
convergence of such approximating sequences is larger, as it should be expected, than 
that of some polynomial sequences. The function f(z) is assumed to be analytic over 
the whole z-plane (point at infinity inclusive), except for a reducible set E of singular 
points. As approximating functions the author takes the rational functions of “best 
approximation” to f(z) relative to a given closed set O, with no ‚points in common with E, 
and otherwise suitably restricted. The “best approximation” is defined either in the 
sense of Tchebycheff Bo rn(2) — F(e) | is smallest] or in various other senses, 


by minimizing the area or ae integral of |r„(z) — f(z) P (with or without weighting 
factors) extended over ( or over its boundary, or, finally, over the corresponding sets 
in the w-plane, into which the z-plane is being mapped conformally, so that either C 
is mapped into |w| <=], or else, the set complementary to C is mapped into the ex- 
terior of |w|=1. It is al assumed that the poles of r„(z) are on Z. The main result 
of the paper is that the sequence {r„(z)} converges to /(z) over the whole plane, 
except on E, the convergence being uniform over any closed set D, (DE = 0), and better 
than that of any geometric series —The discussion is based upon the possibility of a 


rational approximation to functions represented by integrals of Cauchy type, f ; 


and on suitable extensions and analogues of the known theorem of 8. Bessktein 
concerning the polynomial approximation of a function analytie in an ellipse. 
J. D. Tamarkın (Providence). 
Prasad, B. N.: Sur la convergence de la serie conjugude d’une serie de Fourier. 
C. r. Acad. Sci. Paris 193, 1159—1162 (1931). 
Verf. (vgl. nachfolgendes Referat) ersetzt die zu einer L-integrierbaren 2 z-peri- 
odischen Funktion f(x) konjugierte Funktion 


g9(&) =,- file +1) - fe — e)} cotg > dt 
) 


durch eine solche, die aus g(x) durch formale partielle Integration entsteht: 


n t 
G(z) = je t) coseotL-dt. [7 ) = [te +u) — Ha — oa) 
ö 0) 


Der Existenzbereich (im Cauchyschen Sinne) von @(x) ist im allgemeinen größer als 
der von g(x); Sätze über A- und C-Summierbarkeit der konjugierten Reihe 
D.(b, cosnz — a„sinnz) 

pflegen richtig zu bleiben, wenn man dort g(z) durch @(x) ersetzt. — Einige solche 
Sätze werden mitgeteilt. R. Schmidt (Kiel). 

Prasad, B. N.: A theorem on the Cesäro summability of the allied series of a Fourier 
series. J. Lond. math. Soc. 6, 274—278 (1931). 

„Wenn die im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion 


Joa + > (a„ cosnxz + b„ sinn) 
n=1 
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beschränkt ist, so ist an jeder Stelle x, an der die konjugierte Funktion 
1 EN 
9a) =;; | fa #1) — fo — N} eotge/2 dt 
) 


im generalisierten (Cauchyschen) Sinne existiert, die konjugierte Reihe 


s >) (b„ c0snz — @, sinna) 
n=1 
für jedes ö6>0 (C, ö)-summierbar mit der Summe g(z).“ R. Schmidt (Kiel). 

Hardy, 6. H., and J. E. Littlewood: Notes on the theory of series. XV.: On the 
series eonjugate to the Fourier series of a bounded funetion. J. Lond. math. Soc. 6, 
278—281 (1931). 

„Wenn f(t) in einer Umgebung von t= x beschränkt ist, dann ist die Fouriersche 
Reihe von /(t) an der Stelle = x entweder durch jedes Oesärosche Mittel positiver 
Ordnung summierbar oder durch kein solches. Eine notwendige und hinreichende 
Bedingung für Summierbarkeit ist die Konvergenz des Integrals 


10) = 3; [le + 0) — Ma — Di} eotg 1j2.de.“ 
0 


Vgl. hierzu die vorstehend referierte Note von B. N. Prasad. — Ähnliche Aussagen 
werden unter der allgemeineren Voraussetzung gemacht, daß 


t 
[It +W- Ne w|au 


ö 

in einer Umgebung der Stelle O beschränkt bleibt (XIV. vgl. dies. Zbl. 1, 273). 
R. Schmidt (Kiel). 

Hardy, 6. H., and J. E. Littlewood: Notes on the theory of series. XVI.: Two Taube- 
rian theorems. J. Lond. math. Soc. 6, 281—286 (1931). 

Neuer Beweis des Littlewood-Andersenschen Satzes: „Wenn eine Reihe 
A-summierbar und (C, r)-beschränkt ist (r > — 1), dann ist die Reihe für jedes ö > 0 
(C, ö)-summierbar.‘‘ — Ferner wird gezeigt: ‚Wenn eine Reihe A-summierbar ist, 
so ist sie dann und nur dann (C, r)-summierbar (r >—1), wenn erfüllt ist: 

n=%+2a +: + +D)a=o(n) (CO, r)“, 
und schließlich wird in dem zuerst genannten Satze die Voraussetzung der (C, r)- 
Beschränkheit durch die schwächere „= O(n) (C, r) ersetzt. R. Schmidt (Kiel). 

Adams, C. R.: Transformations of double sequenees with applieation to (esäro 
summability of double series. Bull. amer. math. Soc. 87, 741—748 (1931). 

Es handelt sich um eine Übertragung des bekannten Grenzwertsatzes von Toep- 
litz für einfach unendliche Folgen auf Doppelfolgen. Es sei {x,„„} eine Doppelfolge 
und || annz. || eine vierdimensionale Matrix von reellen oder komplexen Zahlen, aynzı = 0 


MN 
für k> m oder 1>n. Dann definiert die Transformation Yyn = I opnzı X, eine 
k=L, 1=1 


neue Doppelfolge {y„n}. Wenn nun eine Transformation eine (im Pringsheimschen 
Sinne) konvergente Folge {z2,„} einer bestimmten Klasse in eine neue. konvergente 
Folge { ymn} mit demselben Grenzwert überführt, so heißt sie eine für diese Klasse 
reguläre Transformation. Für konvergente und gleichzeitig beschränkte Doppelfolgen 
hat Robison notwendige und hinreichende Bedingungen für die Regularität einer 
Transformation gegeben, die denen von Toeplitz analog sind. Der Verf. zeigt, daß 
diese Bedingungen auch noch für eine etwas weitere Klasse von nicht notwendig be- 
schränkten Doppelfolgen ausreichen. Hieraus entwickelt der Verf. hinreichende Be- 
dingungen dafür, daß man bei einer Doppelreihe aus der Cesäro-Summierbarkeit 
r-ter Ordnung auf Cesäro-Summierbarkeit (r + p)-ter Ordnung schließen kann. 
Neß (Kiel). 
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Sidon, 8.: Verallgemeinerung der in meiner Arbeit: „Ein Satz über trigonometrische 
Polynome mit Lücken und seine Anwendung in der Theorie der Fourier-Reihen““, Journal 
für die reine und angewandte Math. Bd. 163 bewiesenen Sätze. J. f. Math. 166, 62—63 


(1931). 
Die Verallgemeinerung des im Titel genannten Satzes lautet: Wenn die reellen 
Zahlen Ay, Ag, .. .,An,. .. von der Beschaffenheit sind, daß in der Menge der Summen 


und Differenzen j ie zweier von ihnen dieselbe Zahl nur endlich (beschränkt) oft vorkommt, 
so gilt für das (fast periodische) trigonometrische Polynom 


P,(%) - Ita cosA.% + bj sind;®) 


Se A af, 
Dia + <C lm 7 || Pr) |ae. 
T>® _T 


k=1 


die Ungleichung 


Die Bedingung des Satzes ist insbesondere in zwei Fällen erfüllt: a) A. linear unab- 


hingig, b) von einem gewissen n an SER. >q>1. Korollar: Ist in diesen Fällen 


4, ei’nzdje Fourier-Reihe einer L! integrierbaren fast periodischen Funktion (Klassell 


Be verallgemeinerten f. p. F. des Ref.), so ist 2 | A, |? konvergent. 


W. Stepanoff (Moskau). 
Differentialgleichungen : 


Rainich, 6. Y.: Analytie funetions and mathematical physies. Bull. amer. math. 
Soc. 37, 689714 (1931). 

Referat über rein formale Analogien zwischen der Theorie gewisser Differential- 
gleichungen der Physik (z.B. der Maxwellschen Gleichungen) und der Theorie der 
Vektorfelder, die Volterra als mehrdimensionales Analogon zur Funktionentheorie 


entwickelt hat. Willy Feller (Kiel). 


Saltykow, N.: Methodes elassiques d’integration des &quations aux derivees par- 
tielles du premier ordre & une fonetion inconnue. Memorial. Sci. math. H. 50, 1—72 
(1931). 

Chapter 1 contains some historical remarks. The importance of the work of Charpit 
is convineingly pointed out, and the double name of the classical method of Lagrange- 
Charpit is justified. In Chapter 2 classical methods for integration of linear systems 
of partial equations of the first order are briefly described. In Chapter 3 the notion 
of a regular integral element is introduced and some of its applications indicated. By a 
regular integral element of a partial equation F(x,, ..., An; Pr Pa» - - -» Pn) = 0 the 


author means a set of (n— 1) equations F,(&,p)= C„(n=1,2,...,n— 1) such 
that the system F,=C,..-‚Fa-ı= On-» F=0 can be solved with respect to 
Pi == > Pr, giving n functions of the x’s and C’s, that are partial derivatives of the same 
function V (24, . -; 5 01». -, On-1). In Chapter 4 canonical and Jacobian systems 


and some of their generalizations are discussed. A brief sketch of Cauchy-Jacobi’s 
method of characteristies is given. A generalization of the notion of the integral element 
is discussed in Chapter 5, according to the ideas of Liouville, 8. Lie and the author, 
in the case of a single partial equation. In Chapter 6 these ideas are extended to the 
case of systems of partial equations of the first order. The bibliography appended at 
the end of the monograph obviously does not claim to be complete. Some names should 
have been included there, however, such as the name of Steklov, for instance. Author’s 
own investigation occupy prominent place in the monograph, but some important 
classical theories are exeluded from the scope of it, such as the theory of contact trans- 
formations (about 1/, of a page at the end of the book). Tamarkin (Providence). 
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Pfeiffer, Ju.: La construction des operateurs d’une &quation lineaire, homogene 
aux deriv6es partielles du premier ordre. Z. mat. Ciklu Vseukrain. Akad. Nauk Kyivi 
Nr 1, 37—72 u. franz. Zusammenfassung 72 (1931) [Ukrainisch]. 

Ce travail est consacre & certaines methodes nouvelles pour la resolution de pro- 
bleme de M. A. Buhl: Il s’agit de trouver tous les operateurs 


ah Dorf of di 
er re er (1) 
qui permutent les integrales = Se 
Le 
KN=-hgtagt ee t+gt=0. (2) 
L’auteur montre qu’on peut, en integrales ind&pendantes 
P1> P23 ++» Pn-1 (3) 
de (2), construire tous les operateurs (1) sans integrations. — La forme generale de 
l’operateur (1) est 
-3 F,YMD+eXN) (164) 


ou Y, sont des fonctions N des integrales (3), @ est une fonction arbitraire 
des x;, et les Y, des operateurs particuliers de (2) qui, avec X (f), forment un systeme 
de n operateurs ind&pendants, Pour les Y,, on peut prendre des OPSLHIENER 


16 
=, (238) 
x j N ano na en ase) 
o a a 235 
N a W Di(%in #0. 1%%) i ( ) 
; D(9,-1,9 pP ee 0 250)) 
(5) = 1 2 I 
= DX%1,%35 2225.%,) : (239) 
=1,2,...,n— 1, et les v, sont des fonctions arbitraires des ,. Ephrämowitsch. 


Devisme, Jacques: Sur quelques equations aux derivees partielles. C. r. Acad. Sci. 
Paris 193, 825—828 (1931). 
Es werden Oberflächenintegrale der Form 


U(u,..:%) - [| — ua. 2: 3. 
s 


im r-dimensionalen a betrachtet. Ist die Integrationsfläche eine Ebene 2! N! 


oder eine Fläche I &%;=]1, so erhält man für U eine partielle Diferontialgleichune 


i=1 
r-ter Ordnung. Näher eingegangen wird auf die Differentialgleichung, die sich im 
letzten Falle ergibt. Lineburg (Göttingen). 


Devisme, Jacques: Sur quelques &quations aux derivees partielles. C. r. Acad. 
Sci. Paris 193, 981—984 (1931). 


Es sei U eine Funktion der Variablen w,, .. ., u, 
OU “ A orU 
4,U = ade, und FU = dum...dum ' 


Der Verf. untersucht die Eigenschaften der Differentialgleichungen 4,U=0 und 
APU=0. So ergeben sich mit Hilfe von partikulären Lösungen — nämlich solchen, 
die nur von dem Produkt p, = u, ... u, abhängig sind — und mit Hilfe von Integral- 
identitäten, die den Greenschen Formeln entsprechen, verschiedene Oberflächenrela- 
tionen für Lösungen der obigen Gleichungen. Lüneburg (Göttingen). 
@® Levi-Civita, Tullio: Caratteristiche dei sistemi differenziali e propagazione ondosa. 
(Attualitä Seient. Nr. 41.) Bologna: Nicola Zanichelli 1931. VII, 108 8. L. 15.—. 
Der Inhalt dieser Schrift gruppiert sich im wesentlichen um die beiden für hyper- 
bolische Differentialgleichungen fundamentalen Begriffe der charakteristischen Mannig- 
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faltigkeit und der Wellenfortpflanzung. Was die behandelten Differentialgleichungen 
betrifft, so wird allen Überlegungen der allgemeine Fall eines Systems von m Differen- 
tialgleichungen mit m gesuchten Funktionen und den unabhängigen Veränderlichen 
%g; %15 . - », %n zugrunde gelegt, das im Sinne der Theorie von Cauchy-Kowalevsky 
bezüglich x, normal ist. (Gegenüber dem allgemeinen Fall wird die einschränkende 
Voraussetzung gemacht, daß die Ableitungen, nach denen aufgelöst wird, alle von 
derselben Ordnung sind.) Bei diesem allgemeinen System gelangt der Autor folgender- 
maßen zum Begriff der charakteristischen Mannigfaltigkeit: Fragt man sich, ob bei 
der Variabelntransformation 2, = &,,...,» = 9, 2= 2 (29 &%;-..,2,) das System 
normal bezüglich z wird, so ist dies dann der Fall, wenn eine gewisse Determinante 2 von 
Null verschieden ist. In diesem Falle läßt sich für die Hyperfläche (295% 33.., 0) const 
das Anfangswertproblem eindeutig lösen (Cauchy-Kowalevsky). Ist umgekehrt 
für 2 = const die Determinante 2 = 0, so heißt z—= const eine charakteristische Mannig- 
faltigkeit. — Ein anderer Zugang zur charakteristischen Mannigfaltigkeit wird durch 
die Begriffsbildung der Wellenfläche gewonnen, d.h. einer Fläche längs deren — etwa 
im Falle einer Differentialgleichung 2. Ordnung — die zweiten Ableitungen der gesuchten 
Funktion Sprünge machen können, während die ersten Ableitungen und die Funktion 
selbst stetig sind; auf Grund des Eindeutigkeitssatzes ist klar, daß als Wellenflächen 
nur charakteristische Mannigfaltigkeiten in Frage kommen. Eingehend wird der 
Begriff der Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Wellenfläche diskutiert. — Die all- 
gemeinen Überlegungen werden sehr ausführlich an Beispielen erläutert; insbesondere 
werden die entwickelten Theorien auf die Gleichungen der Hydrodynamik und des 
Elektromagnetismus angewendet. Zum Schluß wird darauf hingewiesen, wie der 
Dualismus Wellenmechanik und Korpuskularmechanik seinen mathematischen Aus- 
druck findet in der Gegenüberstellung charakteristische Mannigfaltigkeit und Bi- 
charakteristik. Rellich (Göttingen). 

Krav&uk, M.: Sur l’approximation des intögrales des 6quations aux derivees par- 
tielles du type elliptique. Zap. fiz.-mat. Vidd. Vseukrain. Akad. Nauk Kyivi 5, 9—17 
u. franz. Zusammenfassung 17—18 (1931) [Ukrainisch]. 

Krav&uk, M.: Sur Pexistence et ’&valuation approchee des solutions de eertaines 
&quations aux derivees partielles. I.comm. Zap. fiz.-mat. Vidd. Vseukrain. Akad. 
Nauk Kyivi 5, 49—60 u. franz. Zusammenfassung 60 (1931) [Ukrainisch]. 

Considerons l’expression 


L(e) = 022/00? + 022/0y? + A(a(, 4) 02/öx+ biz, y) ö2/Oöy + c(z, y) 2) 
et cherchons la fonction z qui, dans un domaine limit 2, satisfait & ’&quation L(z)= f(z, Yy) 
et qui sur sa frontiere ‚8 est egale & la fonction @(z, y) ayant les derivses continues 


de deux premiers ordres. Supposons d’abord qu’il existe une et une seule fonction 2 
satisfaisant a ces conditions. Posons, pour m=1,2,... in inf., 


m? 
Zn = 2a Y(%, Y); 
ı= 


ou %;(z, y) sont les fonctions formant un systtme complet, d’ailleurs quelconque, 
et ol les coefficients af” se determinent pour chaque valeur de m par la condition de 
rendre minimum l’expression 


Lee — Mdady + Yen — p)2ds, 
* S* 


2* etant n’importe quel domaine limit6 renfermant I, et 7 ayant l’ordre de petitesse 
de la distance de 8* et de $. Cela pose, on aura, pour m—>oo et T>0: 


Zm>?%; [Er av- [ar [Era [5 de. 
C'est le resultat principal de la premiere Note. Si l’on ne suppose pas & P’avance P’exi- 


stence de la fonction 2, les constructions analogues peuvent servir & la d&montrer: 
g*+ 
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ilen est ainsi dans le cas oü a(z, y) = 0 et b(z, y) = 0, et cela pour toutes les valeurs 
du paramötre A sauf quelques valeurs isol&es. C’est le resultat de la Note seconde. 
Ces rösultats peuvent &tre &tendus formellement dans diverses directions, et certaines 
de ces extensions font l’objet de tous les deux Notes. V. @lwenko (Moscou). 

Rothe, Erich: Über lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren 
zugeordnete Maßbestimmung von konstanter Krümmung ist. Math. Annalen 105, 672 
bis 693 (1931). 

Es werden die Gleichungen Ayzu = O0 und Ayu + Au= 0 behandelt, wobei A, der 
zweite Differentialparameter im n-dimensionalen Raume (n= 3) konstanter Krüm- 
mung ist, A— konst. Für beide gibt es Grundlösungen, die nur von der geodätischen 
Entfernung abhängen. Es werden die Randwertaufgaben für A,u=0 und eine 
(nichteuklidische) Kugel bzw. ein Kugel-Ringgebiet durch explizite Entwicklung nach 
Kugelfunktionen bzw. hypersphärischen Funktionen gelöst. Es gelten Mittelwertsätze, 
die sich von dem gewöhnlichen bzw. dem Weberschen nur durch einen, allein vom 
Radius der Kugel abhängigen, Faktor unterscheiden. Für n = 3 wird die Hammer- 
steinsche [Math. Z. 27, 270 (1927)] Entwicklung der Greenschen Funktion der Poten- 
tialgleichung nach Eigenfunktionen der zugehörigen Integralgleichung auf Agu = 0 
übertragen. Die Entwicklung gilt nur außerhalb einer gewissen Umgebung des 
Aufpunktes. Es ergibt sich aber noch eine andere Darstellung, als Grenzwert einer 
Reihe, wenn ein Parameter gegen Unendlich strebt. Diese Darstellung gilt für das 
ganze Gebiet und liefert auch beim Grenzübergang Krümmung > 0 ein neues Resultat 
für die Potentialgleichung. Willy Feller (Kiel). 

Mozar, V.: Beweis der Existenz der Lösung für partielle Diiferentialgleiehungen 
vom biharmonischen Typus. Zap. prir.-techn. Vidd. Vseukrain. Akad. Nauk Kyivi 
Nr 3, 97—102 u. dtsch. Zusammenfassung 102 (1931) [Ukrainisch]. 

Der Verf. betrachtet die Differentialgleichung 


YAr daß, y)ORzjOnrög +. + Dbule, „ale möyn Be, 
=0 m=0 2 


nebst den Randbedingungen z = 0, 02/ön = 0 in einem Gebiete, in welchem die bi- 
harmonische Funktion existiert (A ist hier eine Konstante; a;, b„, fsind stetig differen- 
zierbar). Es wird die Existenz einer viermal stetig differenzierbaren Lösung dieses 
Problems bewiesen mit Hilfe der biharmonischen Greenschen Funktion und einer 
Fredholmschen Integralgleichung. Janczewski (Leningrad). 

Bouligand, Georges: Une nouvelle extension d’un th&or&me de M. Emile Picard. 
C. r. Acad. Sci. Paris 193, 1054—1056 (1931). 

Die Funktion V(z, y,z) sei in.einer Umgebung des Nullpunktes außerhalb des- 
selben harmonisch und regulär. Man betrachte die arithmetischen Mittel von | Y | und 
V auf kleinen Kugeln um den Nullpunkt. Bleibt deren Verhältnis beschränkt, so ist 
V darstellbar in der Form V = k/r + U, (U, regulär). Das Kriterium gilt auch für die 
vom Verf. für Lösungen gewisser Differentialgleichungen allgemeiner definierten „Pole“ 
(vgl. dies. Zbl. 2, 135). Willy Feller (Kiel). 
Integralgleichungen: 

Carleman, Torsten: La th6orie des &quations integrales singulitres et ses applications. 
Ann. Inst. Poincare 1, 401—430 (1931). 


This paper is a continuation and extension of the author’s well known monograph: Sur 
les &quations integrales singuliöres a noyau reel et symeötrique, Upsala Univ. Ärsskr., 1923 
[= E. S.]. In the first chapter the author gives examples of singular integral equations (that 
is those for which the classical results of Fredholm theory are not applicable). In addition to 
the examples mentioned in E.S. the integral equation 


Fa) = [1-29 A) de, ) 


8 
is discussed, where x, y are complex variables, and the integration is extended over the area 
of the unit eirele Z in the complex y-plane. The following facts are established: (1) The kernel 


nn 


117 


(1— xy)? is bounded (in the sense of Hilbert). (2) If the solutions are restrieted to the class L, 

over E, then 1/x is the only characteristic value of (*), the fundamental functions being all the 

functions F(x) analytic in |x|<1, and only these. (3) The class of functions analytiein |x| <1 

is identical to the class of funetions that maximize the integral [ li (1-29)? F(x) F(y)do,do, 
EE i 

under the condition Mt |F(x)|?do, = const. Chapter 2 contains a discussion of the integral 

equation z 


i 


Pla) -A[Klasy)e(y)dy=t@); | er 


where K(x, y) is a hermitian kernel subject only:to the restrietion that k(x2)? = [IE (x, y)®dy 


exists for almost allx. Although this hypothesis is considerably less restrietive than that 
of E.S., it turns out that.the method used in E.S. can be extended to the present case, with 
slight modifications. A sequence of “reduced” hermitian kernels {K„(z, y)} is introduced which 
bb b 
are such that the integral [fr y)®dxdy exists, while fıR@ y) — K,(2,y)®?dy—>V0 
asn — 00, for almost all r E Such a sequence, for instance, is represented by the sequence of 
kernels which coineide with K(x,y) when x,y CE,„[k(x)<n] and are arbitrary hermitian 
kernels CL, elsewhere. If A is an arbitrary complex number (% (4) +0) and 9,(x) is the solution 
b S 


of (***) pnl®) — A[Eul; Y) 9n(%Y) dy — f(x), the fundamental inequality 


i ala f 
IImtoras= vom fores 


is derived, whence, on the basis of some known theorems of F. Riesz concerning the “weak 
convergence”, the following result follows: For a non-real 4, (**) admits of at least one solution 
cL,. A subsequence IKn,(&; y)ı of reduced kernels can be selected in such a way that the 


» 

solutions 9,(2), y„(x) of (***) and of its adjoint equation vn) A[Ky x) y„(y)Ay=g(R), 

tend, for all ,g © L,, and for all non-real A, to solutions (2), wie) of (**) and of its 
b 

adjoint (x) —A[K(y x) 9(y) dy= g(x). The functionals 9, y satisfy the relations, 


b b b b b b 
[urae<fifraz, [wraa<[Iorde,  [ugdz= [vfdr, 0) 
where „ + A Lu) 
FT U ’ ee . 
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The classification of hermitian kernels into kernels of the I or II class, according as the homo- 
genous equation (**) has no, or has, solutions < L, for non-real A (the number of linearly 
independent solutions being necessarily the same for all non-real A), as well as the properties 
of spectral functions of K(x, y), introduced in E.S., are readily extended to the present, more 
general, case. It is proved in particular: (1) The spectral function %Xx, y,A) of a kernel of 
the I class is uniquely determined and satisfies the orthogonality relations 


i | 
[4101x, 5,4) 408. 9, ds = 4120, 9A), (tt) 


where A0(2,y,4) =0(2,y,A+ 44) — O(x,y,iA) and A, = d)'A, is the common 
part of the intervals A,, As. (2) A necessary and sufficient condition that X(x, y) would 
possess a spectral function satisfying orthogonality conditions (ff) [or simpler, an orthogonal 
spectral function] is that the homogeneous equation (**) and its adjoint admit of the same 
number of linearly independent solutions for non-real values of A. (3) To each sequence of 
reduced kernels for which $,, y„ tend to the solutions 9, y, there corresponds a uniquely 
determined spectral function of K(x, y). In order that this spectral function be orthogonal 
it is necessary and sufficient that the sequences {p,„}, {.} eonverge to their respective limits 
b 


5 
9, strongly, that is that [I — de, [iv — pda —0 as n— oo. The correspond- 
ing solutions 9, y are designated as maximal. They are characterized by the fact that, using 
b b b 


b 
the notation above, [ud = [|f?dz, [|v?dz = [igl®d=. Chapter 3 is devoted to the 
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applications, the one not treated in E.S. being to the theory of Schrödinger’s equation in 
the case where the potential energy is due to the Newtonian attraction of a finite number of 
fixed partieles. It is proved that the equation admits of solutions CL, over the whole space, 
for no more than a denumerable set of real energy-levels. J. D. Tamarkin (Providence). 


Orlov, Michajlo: Sur la solution numörique approchse des &quations integrales. 
Zap. prir.-techn. Vidd. Vseukrain. Akad. Nauk Kyivi Nr 8, 1—68 u. franz. Zusammen- 
fassung 68 (1931) [Ukrainisch]. 

Es werden verschiedene Methoden für die angenäherte Auflösung von linearen 
Integralgleichungen untersucht. In Kap. I werden an Beispielen folgende Methoden 
für die Fredholmsche Gleichung zweiter Art betrachtet: 1. Die Neumannsche Methode 
der sukzessiven Approximationen. 2. Die gesuchte Funktion wird durch eine ge- 
brochene Linie interpoliert, das Integral genau ausgerechnet. 3. Die Integrale werden 
mit Hilfe der mechanischen Quadraturen (Trapezen- und Simpsonsche Formel) aus- 
gerechnet. Die linearen Gleichungen für die endlich vielen Werte der unbekannten 
Funktion werden, wenn möglich, durch sukzessive Approximationen gelöst. Für 
andere Werte der unabhängigen Veränderlichen wird dann nach Nyström (Acta Mathe- 
matica 54) der angenäherte Wert der Funktion gleich der rechten Seite der Gleichung 
gesetzt, mit Summe anstatt des Integrals. Verf. gibt die Fehlerabschätzung für 
die Trapez- und Simpson-Formel (der Kern ist genügend oft differenzierbar vor- 
ausgesetzt). Kap. II enthält Beispiele der Auflösung von Integralgleichungen erster Art 
nebst einigen kritischen Bemerkungen elementaren Charakters. In Kap. III werden 
betrachtet: die belasteten, die zweidimensionalen Integralgleichungen sowie einige 
Integro-Differentialgleichungen. Kap. IV enthält die Darstellung der Methode von 
G.Prasad (Proc. math. Soc. Edinburgh 1924) zur Auswertung der Lösung einer 
Volterraschen Integralgleichung. W. Stepanoff (Moskau). 

Orlov, Michajlo: Sur la solution num£rique approchöe des &quations intögrales. Z. mat. 
Ciklu Vseukrain. Akad. Nauk Kyivi Nri, 73—80 u. franz. Zusammenfassung 80 
(1931) [Ukrainisch]. 

Anschließend an die vorangehende Arbeit vergleicht der Verf. an einer Gleichung 
mit dem Kerne e*® folgende Methoden: 1. mechanische Quadraturen; 2. angenäherte 
Darstellung des Kernes durch einen Kern endlichen Ranges (mit Hilfe der Taylor- 
Entwicklung); 3. eine Methode, die im wesentlichen darin besteht, daß der Kern 
(konstanten Vorzeichens) näherungsweise von der Form u(x) v(s) angenommen wird. 
W. Stepanoff (Moskau). 
Funktionentheorie: 

@ Funktionentheorie und ihre Anwendung in der Technik. Vorträge von R. Rothe, 
W. Sehottky, K. Pohlhausen, E. Weber, F. Ollendorff u. F. Noether. Hrsg. v. R. Rothe, 
F. Ollendorif u. K. Pohlhausen. Berlin: Julius Springer 1931. VII, 173 S. u. 108 Abb. 
geb. RM. 16.—. 

Das vorliegende Buch entstand aus Vorträgen, welche vom Außeninstitut der 
Technischen Hochschule Berlin und dem Elektrotechnischen Verein Berlin veranstaltet 
wurden, um in der Praxis stehende Ingenieure in die funktionentheoretischen Methoden 
einzuführen. Aus dieser Entstehungsgeschichte heraus ist wohl die an sich nicht zweck- 
mäßige scharfe Trennung zwischen mathematischen Grundlagen und Anwendungen 
zu verstehen. — Im ersten Teil des Buches werden die wichtigsten funktionentheore- 
tischen Begriffsbildungen und Lehrsätze von R. Rothe in übersichtlicher Weise 
dargestellt. Der zweite Teil ist den Anwendungen gewidmet und enthält Ausführungen 
über den Aufbau elektrischer und magnetischer Felder aus Quellinienpotentialen 
(W. Schottky), zweidimensionale Strömungsfelder (K. Pohlhausen), Feldausbildung 
an Kanten (E. Weber), komplexe Behandlung elektrischer und thermischer Aus- 
gleichsvorgänge (F. Ollendorf) und Ausbreitung elektrischer Wellen über die Erde 
(F. Noether). Prager (Göttingen). 


119 


Jungen, R.: Sur les series de Taylor n’ayant que des singularit&s algebrieo-loga- 
rithmiques sur leur eerele de convergence. Commentarii math. helvet. 3, 266—306 
(1931). 

Die analytische Funktion F(z) hat im Punkte c eine algebrico-logarithmische 


1 Singularität, wenn in einer Umgebung dieser Stelle die Funktion als Summe endlich- 


vieler Glieder der Gestalt: (2 — c)’ [log (2 — c)]® &(z) darstellbar ist, wobei s eine be- 
liebige komplexe, keine nichtnegative ganze Zahl, (2) im Punkte ce regulär und @(c) =F 0 


ist. Wenn auf dem Konvergenzkreise der Potenzreihe a2” = F(z) nur algebrico- 
0 


logarithmische Singularitäten liegen, so können die Koeffizienten a, asymptotisch ab- 
geschätzt werden; an Arbeiten von Pölya anschließend, verallgemeinert der Verf. 
gewisse Sätze von Perron und Faber. Schließlich wird der Satz bewiesen: ist jede 
der Potenzreihen f(z) = Ian", g(z) = Dbn2" Integral einer Differentialgleichung 
der Fuchsschen Klasse, so gilt das gleiche für die Reihe Da„b,2". Otto Szasz. 

Mazurkiewiez, Stefan: Sur les points singuliers d’une fonetion analytique. Fundam. 
Math. (Warszawa) 17, 26—29 (1931). 

f(x) ötant une fonction analytique, M. Mazurkiewicz considere le champ R(f) 
de tous les &l&ments fonctionnels de f(z) avec la distance convenablement £tablie. 
On obtient l’espace mötrique complet R*(f) en &tendant le champ R(f) par le procede 
connu de Cantor. L’ensemble R* — R est identique & celui de points singuliers au 
sens de M. Bieberbach. — Il est prouv& que la dimension (au sens de Urysohn- 
Menger) de chaque ensemble WC R* (f) est au plus &gale & celle de sa „projec- 
tion“ sur le plan dez. Il s’en suit que la dimension de l’ensemble des points singuliers 
d’une fonction analytique est au plus 2; le probl&me est pose si cette &valuation est la 
meilleure. Saks (Cambridge, Mass.). 

Weinstein, A.: Über analytische Funktionen mit niehtbeschränkten Randwerten 
des Realteiles. Commentarii math. helvet. 3, 262—265 (1931). 

Wenn die Funktion y(z) für 0O<x=<1 zweimal stetig differenzierbar, 2(0) = 0 
und O<x& <1 st, so ist 1 

_ 1 (fr _d 
Ar re 

ö 
eine für $2—= x> 0 analytische Funktion, deren Realteil die Randwerte hat 


0, für <O undfür z>|1 
Bine Kespe fir 0<oSı, 
und es hat 2*f(z) einen von Null verschiedenen Grenzwert, wenn z in der oberen Halb- 
ebene beliebig nach Null geht. Dieser und ein analoger Satz wird bewiesen. sS2ds2. 

Dieudonn&, Jean: Recherches sur quelques probl&mes relatifs aux polynomes et 
aux fonetions bornses d’une variable eomplexe. Ann. sci. Ecole norm. super., II. s. 
48, 247—272, 273—320 u. 321—358 (1931). 

This Paris thesis contains a number of beautiful and interesting contributions to the 
theory of analytie functions (distribution of values, p-valence, bounded functions etc.). — 
In the first chapter the author continues the investigations of Landau, Montel, Biernacki 
and others on upper limits for a certain number of zeros of polynomials when the degree and 


certain coefficients are held fixed. The author gives a general method of determining such 
limits and computes the precise limits in special cases. For the case 


P(ı)= u The +... +0,00” + arı8mP ti... +0,82, 
where @,,@1],..., a, are fixed, he determines the order with respect to n of the maximum 
modulus of the zero nearest to the origin. He finds o = O (n!!*) where the integer k in general 
equals p and isalways <p. The first part of the chapter culminates in a theorem of the follow- 


ing type: P (x) takes on every value c at least once in a circle with center at x = 0 and radius 
K (ag; -- - > 4p, €) n!!? with the exception of at most (p—1) distinct values, depending only 
at 


upon Qy,> - -. , @,, which are taken on at least once in a circle of radius K (a,, .. - , @,) net 
where k = p unless the exceptional values satisfy additional specified auxiliary equations. 
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The second part of chapter I contains a detailed study of the minimum number of zeros in the 
unit circle of the polynomial 1 + x? + a, x”ı + a, x» when a, and a, vary, p, n, and n, being 
fixed. — The second chapter is devoted to polynomials univalent in a circle || <.R (terminology 
of Montel). The author proves that the radius of univalence R, of the polynomial P (z) = z 
+4,52? +...-+ a,2" equals the radius of the largest eircle with center at <= 0 which 
does not contain any roots of the equation 
o(2,0)=1 + Dar ol 
k=2 
when 0 varies from 0 to x. Among the numerous applications of this result the most important 
seems to be to the case in which R, =1 and the coefficients a, are real. Here the author 
proves the famous conjectured inequality |a,| < k which, being independent of n, is conse- 
quently valied for any holomorphic function, univalent in the unit circle and real on the real 
axis. For-odd functions with real coefficients he proves the new inequalities 1a,|<1, |a,x_;| 
+ |agx+ı| = 2, where equality holds for every k when f(z) =z(l — 22)-!. This chapter ends 
with a determination of the upper limit for the radius of univalence of the polynomial z-+ 2? 
+ az" (p<n) when a varies. — The third chapter is concerned with the family Z,, of func- 
tions f(z), holomorphic in the unit eircle, f(0)=0, f (0)=]1, |fe«)|=M, or the wider 
family F „obtained by suppressing the condition on f’ (0). The author shows that the mini- 
mum value o, of the radius of p-valence of any function of F', is that root of the equation 
Hate er DU = 0 
which lies between 0 and 1, and this limit is actually reached. The special case p= 1 had 
already been solved by Landau. The author points out that every function of E,, maps 
the circular region |z| < eo, on a starshaped region (with respect to the origin). He gives several 
important inequalities for |f’(z)| when f(z) belongs to F,,. We note especially 
M(l+r)2 
4r(1—r) 
A mapping theorem and a new proof of a theorem due to Montel finish the memoir. Hille. 
Cartan, Henri: Sur les domaines d’existence des fonetions de plusieurs variables 
eomplexes. Bull. Soc. math. France 59, 46—69 (1931). ; 
Ziel der Arbeit ist die Aufstellung notwendiger und hinreichender Bedingungen 
für die (genauen) Existenzbereiche analytischer Funktionen f(w,2) (domaines 
maxima). Verf. beschränkt sich hierbei auf die Bereiche der gleichmäßigen Kon- 
vergenz von Reihen analytischer Funktionen und die „domaines normaux“ (ein Be- 
reich D heißt ein „‚domaine normal“, falls sich jede in D reguläre Funktion in eine in D 
gleichmäßig konvergente Reihe von Polynomen entwickeln läßt). Wichtige Hilfsmittel 
bei seinen Untersuchungen sind folgende interessante Begriffsbildungen: Ein Bereich D 
heißtl.partoutpseudoconvexe, fallses zu jedem Randpunkte ?, von Deine Hyper- 
kugel 8 und eine Funktion f(w, z) gibt, die in dem Durchschnitt von D und $ regulär, 
in P, singulär ist; 2. maximum au sens large, falls es zu jedem Randpunkte P, eine 
in D reguläre, in P, singuläre Funktion gibt; 3. maximum, falls es eine in D reguläre, 
aber über keinen Randpunkt von D hinaus fortsetzbare Funktion gibt; 4. strietement 
convexe, falls man jedem ganz im Innern von D liegenden, abgeschlossenen Teilbereich 
D, einen ebenfalls ganz in D liegenden Bereich D/ derart zuordnen kann, daß es zu 
jedem inneren Punkt M von D, der außerhalb Dy liegt, mindestens eine, in D reguläre 
Funktion /(w, z) gibt, so daß | /(w, z) | in M größer ist als das Maximum von | f(w, z) | 
in D,. (Verlangt man noch dazu, daß /(w, 2) einer bestimmten Funktionsfamilie F 
angehört, so heißt D strietement convexe in bezug auf F.) Die durch diese Begriffe be- 
stimmte Klassenbildung ist invariant gegen analytische Abbildungen. Jede 
der vier Klassen ist in der vorangehenden enthalten, insbesondere ist also ein 
domaine strictement convexe stets maximum, d.h. Existenzbereich 
einer analytischen Funktion. Für die domaines normaux gilt auch umgekehrt: Ist D 
normal und zugleich maximum, so ist D strictement convexe (in bezug auf eine Fa- 
milie von Polynomen); und ferner: Ist D normal und maximum au sens large, so ist D 
maximum. Hieraus ergeben sich sofort zwei wichtige hinreichende und notwendige 
Bedingungen für solche Existenzbereiche, die zugleich normal sind: Ein domaine 


_‚gink0 
sind 
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normal Dist dann und nur dann Existenzbereich einer analytischen 
Funktion f(w, 2), falls Dmaximum au sens large, bzw. falls D strictement 
convexe (in bezug auf eine Familie von Polynomen) ist. Betrachtet man nun die 
genauen Konvergenzbereiche einer Reihe von Polynomen — im allgemeinen wird 
jede, in einem domaine normal D konvergierende Reihe noch in einem größeren Be- 
reiche A konvergieren —, so gilt: Ist D der Bereich der gleichmäßigen Konvergenz 
einer Reihe von Polynomen (homogenen Polynomen bzw. Monomen w" 2"), so ist D 
strietement convexe in bezug auf die Familie der Polynome (homogenen Polynome 
bzw. Monome), ist also insbesondere ein Existenzbereich. Ebenso wichtig ist die Um- 
kehrung: Ist D strietement convexe in bezug auf eine Familie von Polynomen (homo- 
genen Polynomen bzw. Monomen), so gibt es mindestens eine, in D gleichmäßig kon- 
vergente Reihe von Polynomen (homogenen Polynomen bzw. Monomen). Die beiden 
Sätze beruhen auf folgendem allgemeinen Satz (und seiner Umkehrung): Ist D der 
Bereich der gleichmäßigen Konvergenz einer Reihe analytischer Funk- 
tionen f„(w,2) und sind sämtliche /„(w,2) in einem D ganz umfassenden 
Bereich D’ regulär, so ist D strictement convexe. Im letzten Kapitel geht 
Verf. auf folgende wichtige Frage ein: Gibt es zu jedem Bereich D, der selbst kein 
Existenzbereich ist, stets einen größeren Bereich A, so daß sämtliche, in D regulären 
Funktionen auch noch in A regulär sind? (Gehört zu D ein solcher Bereich A, und ist 
A zugleich maximum au sens large, so heißt D majorable.) Für die domaines normaux 
kann Verf. die Frage bejahen: Jeder domaine normal ist majorable. Über 
die domaines majorables gelten die Sätze: Jede in D meromorphe Funktion, die dort 
den Wert a nicht annimmt, ist auch noch in A meromorph und nimmt dort den Wert «a 
nicht an. Bei einer analytischen Abbildung von D auf sich wird auch A in sich trans- 
formiert. Thullen (Münster, Westf.). 


Moisil, Gr. C., et N. Theodoreseo: Fonetions holomorphes dans l’espace. Bul. Soc. 
Sti. Cluj 6, 177—194 (1931). 
Identisch mit der in diesem Zbl. 2, 274 referierten Untersuchung. 


Spezielle Funktionen: 
- Watson, 6. N.: Theorems stated by Ramanujan (XIV): A singular modulus. J. 

Lond. math. Soc. 6, 126—132 (1931). 

Beweis der Formel (23), Seite XXIX der Collected Papers von Ramanujan. 

Sehürer, F.: Ein abgeschlossenes Funktionensystem allgemeiner Art. Ber. Verh. 
sächs. Akad. Lpz., Math.-phys. Kl. 83, 91—142 (1931). 

Das Ziel der Arbeit ist die Verallgemeinerung des Satzes von der Abgeschlossenheit 
des Funktionensystems 1, x, 2?,... Es wird ein System y,(*) betrachtet, das aus einem vor- 


gegebenen System von stetigen Funktionen p,(x), die einer Ungleichung 0 <c=g,(2)=1 
genügen, gemäß der Formel 


} E7 4 En Tn-1 
yn(z) = n! pola) [pı(aı)daı [Prlan)dz; ..-[Pnlen)dz. 
0) ) 0 


hervorgeht (für den Spezialfall p,(x) = 1 erhält man die Potenzen 2”). Der Verf. erhält 
das Resultat, daß jedes derartige System y,(x) abgeschlossen ist, d. h. daß die einzige im Inter- 
1 


valO<x<l1 stetige Funktion f(x), die den Bedingungen f z)y,(z)d& = 0 genügt, die 


0 
Funktion f = 0 ist. Für den Beweis wird neben f(x) das System f,(x) betrachtet, definiert 
durch die Rekursionsformel = 


ferı(®) = [fe-ıl@)pr-ı@)dz, fole) = le) 


1 
und gezeigt, daß aus f ftz)y,(z)dx = 0 entweder folgt f=0 oder daß ein Intervalla <x<b 


0 
existiert, welches keine gemeinsamen Nullstellen aller f,(x) enthält und daß es ferner zu 
einem gegebenen = > 0 stets ein f,(x) gibt, welches im Intervall a+2e<xz<b— e nur 
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endlich viele Nullstellen besitzt. Nach Orientierung an dem Spezialfall @, = 1 betrachtet 
der Verf. die Funktion 
ae edDlr, 1, 2) D (25 0, 2.2,» 


wobei D(x,, %,...,2,) die Determinante | Y:(x;) | bedeutet. Q besitzt nur die Nullstellen 
%>...,%, und hängt außerdem stetig und monoton von diesen Parametern ab. Es gelingt 
nun, für diese Funktionen@ obere und untere Schranken anzugeben und mit deren Hilfe 
zu erkennen, daß die Annahme f(x) = 0 nicht verträglich ist mit der aus der Voraussetzung 


1 
[t&)v,(z)dx=0 folgenden Relation [haQe) dx =0. Lüneburg (Göttingen). 
() 


Widder, D. V.: Necessary and sufficient conditions for the representation of a fune- 
tion as a Laplace integral. Trans. amer. math. Soc. 33, 851—892 (1931). 

La premiere partie du Mö&moire contient une nouvelle d&monstration du th&oröme 
suivant deSerge Bernstein («Sur les fonctions absolument monotoness, ActaMath. 52): 


La condition n&cessaire et suffisante pour que la fonction f(x) soit susceptible de la 
representation 


f(2) = [e-" dal), a) 
0 


oü &(f) est une fonction non-decroissante, Vintegrale (1) convergeant pour 2 > ce, 
est que /(z) soit completement monotone [c’est-A-dire que (— 1)" (2)>0] pour 
2% > .c. L’auteur en d&duit ensuite que la condition n&cessaire et suffisante pour que 
f(x) soit la difference entre deux fonctions completement monotones est que «(f) 
soit & variation born&e. II &tudie de plus les deux cas particuliers, oü dat) = yit) dt, 
ainsi que celui, oü la representation (1) se reduit & une serie de Dirichlet, et il d&montre 
pour le premier cas que la condition necessaire et suffisante pour que l’on ait 


\vW|= ke: (0<1) 
t 
IR 1/®(a)| < kn! (a — oyr+1 (.>0n=0,1,2.... 
De möme, la condition nöcessaire et suffisante pour que l’on ait 
fa) = DZ nert?, (<<, <,<...;limi,=o) (2) 
n=1 k=o 


la serie (2) convergeant pour x > 0, est qu’il existe une constante M (independante 
de n et de x) telle que 

dr s -Am&\g-1pirrıe ll M,„! a 

on (1@) > Zam © Im ) eik+ !|= @-ym @>s&n=0,1,2,...) 


quelque soit le nombre positif & et l’entier k. — Sans m’arröter sur quelques autres 
resultats interessants de nature analogue du M&moire, je signalerai encore P’extension 
des propositions indiquses au domaine complexe. S. Bernstein (Charkow). 


Tamarkin, J. D.: On atheorem of S. Bernstein-Widder. Trans. amer. math. Soc. 33, 
893—896 (1931). 


L’auteur donne une d&monstration simplifiee du th&or&me en question, dont le 
point de depart est la remarque que, f(x) &tant une fonction completement monotone 
pour © > c, il est possible de construire une fonction non-decroissante o(t), telle que 


9a) = [rdet), 0/1) 


ou a> c. En examinant separ&ment le cas, ol o(f) est une fonction en escalier avec 
un nombre fini de marches, et celui, oü il en est autrement, l’auteur arrive & la con- 


clusion voulue que f(x) = | e-*!do(t). 8. Bernstein (Charkow). 
0 
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Kraveuk, M.: Sur les polynömes orthogonaux lies avee les sch&ömas de Bernoulli 
et de €. Pearson. Zap. fiz.-mat. Vidd. Vseukrain. Akad. Nauk Kyivi 5, 19—41 u. 
franz. Zusammenfassung 41—48 (1931) [Ukrainisch]. 


Etant donne un nombre 9,0 <p<1, posons, pour 2=0,1,..,u—|1, 
Ra 20) * ” pa a, 
et designons par ®,„(x) les polynömes tels que 
Ser u)D.(2)=L, Sr, u) D,(x) D„(x) = 0. (n + m) 


Dans un travail anterieur (C. R. 189, 620) l’auteur a montre qu’on peut representer ces 
polynömes comme il suit (pour O<&n<zw-—]): 


2.0 = |", el" Dir "ETYR)enier a) 


Ce resultat lui permet de resoudre le probleme d’&valuation des moments incomplets 


3 
r(&)= & Pia, u)[(a — 1)p — a. 
En effet, on a 


5. (u — 1)! un 
= I | rum] 500, 
5 v=0— 
oü les coefficents 5b) peuvent &tre Eevalues au moyen des formules suivantes: 

el, 
den 5 

bu, =(1-2pP)Ivb,, 
=0 
n—1 n—1 

bs =(1- 2 vb. + MAL p) 2," —»)b,, 


n—1 n—1 
= (1-2p) rl + PU PIE DR— DE... 


et oü les o,(£) sont les moments incomplets generalises, 


3 
2,(8) -2,.P(e, u) B,(%), 


dont les valeurs, pour » > 0, peuvent ötre obtenues & l’aide de la formule (1), ce qui 
nous donne: 


8 = |", ra -m] wre run. #>0) 


On voit que tous les moments incomplets de la fonction P(x,u) sont des combinaisons 


& 
lineaires de valeurs de cette fonction et de la somme o,(£) = P(x,u). Quant’ & cette 
z=0 


derniere, elle ne se reduit pas aux expressions plus simples. De m&me, posons, pour 
z=0,1,.:.,u0—1et pour y-xz=0,1,...,9— u, ot l’on suppose que 2(u— 1)<v—1, 


(“ ) = 

N IDEEN 

Dan: Y;®) a 1 " a 
Yy 

et designons par W,(x) les polynömes tels que 


ZQ,u; yo) =1; Zoawu; Y,v) Pula) Plz) = 0. (R Hm) 


L’auteur montre qu’on peut representer ces polynömes comme il suit (pour O<&n<u—]): 


u [Eimt (la - Yw— wyw— 1 - mM Ange n,u—n; y—n,v—2n) 
ee mn a een er Ola, u; y,») 
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A l’aide de ces polynömes, on peut demontrer que les moments incomplets de la fonction 
Q(x,u; y,v) se reduisent aux combinaisons lineaires de valeurs de cette fonction et de la 


somme >) Q(x,u; y,v). Tous ces rösultats nouveaux concernant les moments incomplets sont 
cn une revue syst&matique d’applications des polynömes ®,„(x) et Y,(x) & l’&tude 
des fonctions de r&partition P(z, u) et Q(z,u; y,v). V. Glivenko (Moscou). 
Marden, Morris: A rule of signs involving certain orthogonal polynomials. Ann. 
of Math., II.s. 33, 118—124 (1932). 
Der Verf. versucht eine Verallgemeinerung der Descartesschen Zeichenregel für 
orthogonale Polynome zu erhalten. Es sei P,(@)= 2"+.--+%, 


b 
[p(&) Pn(a) Pu(e) da = 0, m+n 


[7 


wo p(x) den Bedingungen genügt: 
2 [K(e) p(a)l= Lie) p(a), K()=Aa®+Ba+C, L(a)—-Da+E, AD>0; 


»(a)>0 für a<xr<b und 

lim K(x) p(x) = lim K(z) p(x) = 0. 

za sb 
Verf. zeigt, daß diese Polynome sich auf diejenigen von Jacobi, Laguerre oder 
Hermite durch lineare Transformationen reduzieren. Er beweist, daß die reellen 
Nullstellen =b (b endlich!) von 

AoPo(&) + A Pla) + + AM Pr(®) (reelle Az) 

die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge A,, A}, . - -, An nicht übertrifft (für Legen- 


dresche Polynome schon von Laguerre bemerkt). Wenn p(b—a— 2)=p(x), 
so ist die Anzahl der Wurzeln <a kleiner oder gleich der Anzahl der Zeichenfolgen. 


Auch die Lückensätze lassen sich übertragen. Hille (Princeton, N. J.). 
Marden, Morris: On Stieltjes polynomials. Trans. amer. math. Soc. 33, 934—944 
(1931). 


On appelle polynome de Stieltjes tout polynome satisfaisant & l’&quation 


differentielle » 
dw &; dw 9(2) er 
al DEE « Bine: 
del II(« — a) 


al 


oü @(z) est un polynome (dit caracteristique) de degre p — 2. Si les a; sont reels, 
les zeros d’un polynome de Stieltjes ainsi que ceux du polynome caracteristique 
correspondant sont contenus dans la plus petite region convexe qui contient les «;. 
On trouve ici une gen£ralisation tr&s naturelle (base sur ‚„‚le principe de l’argument“) 
de cette proposition dans le cas oü l’on suppose |arg &;|< y < n/2; alors, &tant admis 
que les a; sont renferm&s dans un cercle C derayon r, les zeros du polynome de Stieltjes 
et ceux du polynome caracteristique restent dans le cercle concentrique 0’ de rayon 
r sec y. Des consid@rations faciles d’ordre geometrique permettent & l’auteur de passer 
au cas oü le cercle ( est remplace par un rectangle, une ellipse ou un segment. 
W.Gontcharow (Charkow). 

Abramowiez, K.: Sur les fonetions hyperaböliennes. Roczn. polsk. towarz. mat. 9, 
143—158 (1931). 

Eine diskontinuierliche Gruppe linearer Substitionen von zwei Variabeln v und ® 
heißt hyperabelsch, wenn bei allen Substitutionen der Gruppe die beiden Geraden- 
scharen % = const und 9 = const je in sich übergehen. Eine Funktion von zwei Variabeln 
heißt hyperabelsch, wenn sie gegenüber den Substitutionen einer hyperabelschen 
Gruppe invariant bleibt. Verf. betrachtet zwei hyperabelsche Funktionen F(U, V) 
und /(w, v) mit verschiedenen Gruppen @ und g. Die Variabeln sollen derart miteinander 
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verknüpft sein, daß eine gegebene algebraische Relation R(F,/)=0 besteht. Es 
wird bewiesen, daß jene Verknüpfung die Form hat: 
[Z, (0) = [h(W”, [ZN = kW, 

wo L,(U), L,(V), I,(w), l,(v) lineare Funktionen, M,N,m,n ganze Zahlen sind. — 
Sind @ und g direkte Produkte von Substitutionsgruppen von je einer Variabeln allein, 
so haben diese letzteren genau je zwei Grenzpunkte; die allgemeine Substitution kann 
also bei geeigneter Koordinatenwahl in der Form (uw = au; v’ = bv) geschrieben 
werden. Ott-Heinrich Keller (Berlin). 

Bateman, H.: The k-funetion, a partieular case of the confluent hypergeometrie 
funetion. (California Inst. of Technol., Pasadena.) Trans. amer. math. Soc. 83, 817 
bis 831 (1931). 

The author studies the differential equation x d?yJda®= («— n)y which has 
occurred lately in the theory of turbulence in hydrodynamics. This equation belongs 
to the class of “confluent hypergeometric” differential equations, being in fact the 
equation of the function W7,,(2). To solve it, the author defines a function k,(x) 
for real values of x and n by the definite integral 

2 


= [eos tand — n0) d6; 
() 
it may also be defined as a “cardinal function”, in terms of its values for even integral 
values of n, by the absolutely convergent expansion 
je,0] 


u Dt. 


m= — © 


kn (x) Bu 


The function satisfies a number of differences equations and orthogonal relations, 
such as» (mn 2) Anl) + (m + 2) Änsan(e) = (42 — 2m) kulz) 


sin {(n — m) r} 


ffen® han(@)da = mn +) m-nm-n-i’ 


and other interesting relations, which are given in the paper. Whithaker (Edinburgh). 
Rawles, Thomas H.: A note on hypergeometrie funetions of two variables. Ann. 
of Math., II.s. 38, 151—155 (1932). 
Hypergeometrische Funktionen von zwei Veränderlichen können in verschiedener 
Weise definiert werden, z. B. durch ein Integral von Pochhammerschem Typus, etwa 


a, k 
FIT — a)! (u — Pu — ge idu, a) 
ai=l 
‚oder aber durch eine Reihe I) Dan 2” y", wo die Koeffizienten Qn simultane Diffe- 
renzengleichungen mit polynomialen Koeffizienten genügen: 


DD P,s(m, n) amsr,n4s = 0, 
m“ 8; 


ID Q9rsm, n) Im+r,n+s 0. 
TE 


Der Verf. zeigt, daß die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von (1) Differenzen- 
gleichungen des Typus (2) genügen, so daß die erste Definition gewiß in der zweiten 
enthalten ist. Hille (Princeton). 
Lappo-Danilevskij, J.: Les d&terminations diverses d’une matrice reguliere posse- 
dant les substitutions exposantes donnees aux points singuliers & distance finie. Izv. 
Akad. Nauk 8.8.8.R., Otdöl. mat. i estest. Nauk, VII. s. Nr 6, 733—748 (1931). 


Y(x) sei die Integralmatrix des Systemes 


m 


dY(a) EN Yv, 
Bam —a,' 


j=1 


(2) 
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für die Y(b) gleich der Einheitsmatrix wird. Sind die charakteristischen Zahlen der Ma- 
trizen U, modulo Eins verschieden, so existiert, wie der Verf. bewiesen hat, [Journ. Soc. Phys.- 
Math. Leningr. t.2, fasc. 1 (1928)] an jeder Stelle a, eine Matrix W,, so daß die Integral- 
matrix Y(x) die Darstellung 22 

Y(2) = (x — a,)"iY,(x) 
erlaubt, wobei Y,(x) und Y,(x)-'! holomorphe Matrizen in der Umgebung von x = a, sind. 


Besitzt die aus den U, konstruierte Matrix Uo = — U, ebenfalls mod Eins verschiedene 


=1 Wo 
charakteristische Zahlen, so erlaubt Y (x) im Unendlichen die Darstellung Y (x)= > Y&(%), 


wobei Yx(z) und Yz!(z) bei <= oo holomorph sind. Wo ist wegen der Vieldeutig- 
keit der Logarithmen nicht eindeutig zu den W,, W,,..., W,„ bestimmt; denn bezeichnet 
V, die Umlaufssubstitution, die die Integralmatrix Y(x) beim Umlaufen um die Stelle a; 
erfährt, so ist bekanntlich V, — e?”'W, und dann wird Vo = e"iW%, Die V, sind natürlich 
durch die U, festgelegt. Besitzt W& einfache Elementarteiler, so werden die verschiedenen 
Lösungen für die W% sich nur um die ganzen Zahlen r,,r5,...,r„ bei den bzgl. charakte- 


ristischen Zahlen unterscheiden, die nur der Bedingung Sr, = 0 zu genügen haben. Gibt 
=1l 


man aber das vollständige System W,, W,,..., W„, W& mit einer wohlbestimmten Fixie- 
rung von W vor, so zeigt der Verf., daß die U, und Y (x) bei der obigen Normierung von Y (x) 
eindeutig bestimmt sind. Zu jeder Lösung W&, die man gemäß der obengenannten Tat- 
sache durch Weyr--..m charakterisieren kann, gehört also ein vollständiges System 
WW... Wm, Wirren, das nach dem eben genannten Satze eindeutig ein System 
Utun: Een) Utvreorm, Uta», rm) bestimmt. Zwischen zwei solchen Systemen der 
Utur m besteht nun der einfache Zusammenhang: die Integralmatrix des Systemes 


J 
DE SEN 


dx x— a, 
J=!l 


> 


die sich bei x = b auf die Einheitsmatrix reduziert, sowie deren Inverse sind Polynome in «. 
U, und U; sind die j-ten Matrizen der beiden Systeme. — Sind zwei U-Systeme nur in zwei 
Zahlen r verschieden, indem r, durch r„ +1 und r, durch r, — 1 ersetzt ist, so bestehen 
zwischen zwei U-Systemen U,,U,,..., U, bzw. Ur, U},..., UA die einfachen arithme- 
tischen Beziehungen: i 
U;=[E — (a, — b)T]U,[E + (a, — b)T], 
wobei E die Einheitsmatrix und 7 eine Matrix bezeichnet, für die T? = 0 ist und die der 
Gleichung 
TZU,—-_SUT=T- TUT 
J=1 g=1 j=1l 


genügt. Ein weiterer Satz charakterisiert alle Lösungen 7' dieses Systemes mit der Neben- 
bedingung 7?= 0 durch die charakteristischen Zahlen von Ux unter der Voraussetzung 
von einfachen Elementarteilen von Ux. — Sämtliche Beweise sind Folgen von einfachen 
Matrizenrelationen. Wegner (Darmstadt). 


Geometrie. 


Moufang, Ruth: Die Einführung der idealen Elemente in die ebene Geometrie mit 
Hilfe des Satzes vom vollständigen Vierseit. Math. Annalen 105, 759—778 (1931). 

Ein ebenes System von Punkten und Geraden, in dem die Anordnungsaxiome 
der ebenen Geometrie gelten und je zwei Punkte genau eine Gerade bestimmen, läßt 
sich bekanntlich durch Hinzufügung idealer Elemente zu einem ebenen Feld erweitern 
und dieses Feld wieder in einen dreidimensionalen, im Sinne der Topologie projektiven, 
Raum einbetten, wenn in dem System der Satz von Desargues gilt. Für die Ein- 
bettbarkeit in den dreidimensionalen Raum ist die Gültigkeit des Desarguesschen 
Satzes sogar notwendig. Dagegen wird in der vorliegenden Arbeit gezeigt, daß die 
Erweiterung des ebenen Systems zu einer (topologisch) projektiven Ebene stets möglich 
ist, wenn der Satz vom vollständigen Vierseit gilt. Der Beweis beruht auf folgender 
Überlegung: Eine projektive Ebene wird durch 3 Gerade in 4 Dreiecke zerlegt und läßt 
sich als Überlagerungsfläche eines solchen Dreiecks (Fundamentaldreieck) auffassen. 
Diese Überlagerung kann (durch projektive Spiegelung) so hergestellt werden, daß die 
Geraden i. A. dreieckigen Streckenzügen überlagert werden, deren Ecken auf den 
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Seiten des Fundamentaldreiecks liegen. Verf. zeigt, daß die Eigenschaften der pro- 
jektiven Spiegelung aus der Gültigkeit des Vierseitsatzes folgen und kann dann die 


erlegung umkehren. Einem beliebigen (Fundamental-) Dreieck wird in geeigneter 
Weise ein System 2 vierfach überlagert. In 2’ gelten dann alle projektiven Axiome, 


_ und das gegebene System ist zu einem Teile von 2 (1)-isomorph. Aus dem gegebenen 


System entsteht also 2 durch Hinzufügung idealer Elemente. F. Levi (Leipzig). 


Mehmke, R.: Zu W. Fr. Meyers Umkehrung einer Grundeigenschaft von Kreis, 
Kugel, Zyklide und verwandten Gebilden. Jber. dtsch. Math.-Verigg. 40, 199 —200 
(1931). 

Die von W. Franz Meyer unter Nr 74 gestellte Aufgabe, die Umkehrung des für den 
Kreis, die Kugel und gewisse Kurven und Flächen höheren Grades gültigen Sekantensatzes 
zu beweisen, ist in dies. Jber. Bd. 40, 7—9 (1931), von Herrn F. Gruber mit gewöhnlicher 
analytischer Geometrie (Cartesischer Koordinatengeometrie) gelöst worden. Mit Hilfe der 
Möbius-Grassmannschen Punktrechnung läßt sich aber ein wesentlich kürzerer Beweis 


geben, der, wie mir scheint, auch die inneren Gründe für das Bestehen der fraglichen Sätze 
besser erkennen läßt. Autoreferat. 


© Haarbleicher, Andr&: De l’emploi des droites isotropes comme axes de coordonnees. 
Nouvelle geometrie du triangle. Paris: Gauthier-Villars et Cie 1931. VI, 76 8. Fres. 13.—. 

Ein einführendes Lehrbuch in die analytische Geometrie der Minimalkoordinaten 
mit Anwendungen auf verschiedene Probleme der Dreiecksgeometrie. Diese schon 
öfters verwendeten Minimalkoordinaten X, Y eines Punktes gehen aus den gewöhn- 
lichen 2,y mittels der Gleichungen X=A(x+iy), AY=x-—iy hervor (vgl. 
hiezu Enz. III AB 7, 8.649). Für das Dreieck wird der Ursprung in den Umkreis- 
mittelpunkt verlegt, und damit werden alle bekannteren Beziehungen entwickelt, ins- 
besondere die isogonale Verwandtschaft. Ein ausführlicheres Kapitel ist der Simson- 
Geraden (richtiger Wallace-Geraden, vgl. Enz. III AB 10, 8. 1234), ihrer Verall- 
gemeinerung und der damit zusammenhängenden Steinerschen Hypozykloide ge- 
widmet. Weiter folgen Sätze über Fußpunktskreise. Weniger begangene Wege werden 
bei der Behandlung der Winkeltrisektrizen eingeschlagen, welche zu einer Reihe von 
besonderen Dreiecken führen, die mit dem Urdreieck verbunden sind. Den Vorteil der 
Minimalkoordinaten zeigt der Verf. schließlich an einem Problem von Darboux: 
einem Dreieck ABO werden alle Kegelschnitte umschrieben, deren Normalen in 4, 
B und C sich jedesmal in einem Punkte P treffen; es ist der Ort der Fußpunkte der 
von P aus gezogenen vierten Normalen aufzusuchen. Dieser Ort ist im wesentlichen 
eine Linie 7. Ordnung, die hier zum ersten Male in einer ausgerechneten Gleichung 
dargestellt und auch konstruiert wird. Eckhart (Wien). 

Hutcherson, W. R.: Maps of certain eyelie involutions on two-dimensional carriers. 
Bull. amer. math. Soc. 37, 759—765 (1931). 

Diese Mitteilung gibt die fundamentalen Eigenschaften der Involutionen auf einer 
algebraischen Fläche, welche nur eine endliche Zahl invarianter Punkte besitzen. 
Eine derartige /„ kann erzeugt werden von einer Gruppe birationaler Transformationen 
der Fläche F(x) = 0 in sich selbst und ist zyklisch, abelsch usw., je nachdem sie er- 
zeugt wird von einer zyklischen, abelschen usw. Gruppe, welche zyklisch ist, wenn 
n eine Primzahl ist. Ein Punkt P ist ein perfekter Koinzidenzpunkt für die Involution 
I„, welche erzeugt wird von einer zyklischen Transformation 7 (n ist prim), wenn C 
und jede Bildkurve von C dieselbe Gerade in P berühren für jede Tangente von Fin P 
[C ist eine durch P gehende Kurve von F(x) = 0]. Sonst ist P nicht perfekt. Für 
n = 2 ist jeder Koinzidenzpunkt P auf F (x) = 0 ein perfekter Punkt. Wenn man auf 
einer algebraischen Fläche einen Punkt A hat, welcher nicht perfekt ist in einer zyklischen 
Involution 3. Ordng., für welche F invariant ist, so gibt es 2 verschiedene feste Punkte 
in der Umgebung 1. Ordng. von A. Diese Punkte sind perfekte Koinzidenzpunkte 
der Involution. Eine zyklische Involution, deren Ordnung eine Primzahl ist und die 
nur eine endliche Zahl fester Punkte hat, ist auf einer algebraischen Fläche eine In- 
volution 3. Ordng., wenn sie überdies einen nicht perfekten festen Punkt mit 2 benach- 
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barten perfekten festen Punkten besitzt. — Verf. betrachtet die I, auf einer Fläche 
3. Ordng. im dreidimensionalen Raum mittels einer Abbildung auf eine Fläche 15. Ordng. 
im elfdimensionalen Raum. Er beweist, daß diese Involution 4 nicht perfekte Koinzidenz- 
punkte hat und gibt Theoreme über diese Punkte. Die invarianten Kurven, welche 
aus F ausgeschnitten werden von Flächen, deren Ordnung kleiner ist als 5, gehen 
durch die 4 Koinzidenzpunkte in den invarianten Richtungen. Die Zahl der Zweige 
durch jeden Punkt ist kleiner als 5. @. Schaake (Groningen). 

Libois, P.: Involutions associees & une projeetivite. Mathesis 45, 306—309 (1931). 

Sei K eine Korrelation (Reziprozität) im R„. Für jeden Punkt x des R, betrachte 
man die beiden Hyperebenen &= Kxz,n = K!x. Sei &, die Hyperebene des Büschels 
(En), die den Punkt & enthält und £, die harmonisch konjugierte zu &, in bezug auf & 
und n. Die Verwandtschaft &— £, ist ein Nullsystem, während 2 — £, eine Polarität 
ist. Allgemeiner bestimme man die Hyperebene £ des Büschels (£n) so, daß (zl&n) 
konstant sei. Die F, der mit den entsprechenden Hyperebenen inzidenten Punkte ist 
für die Reziprozität x — £ dieselbe wie für X. Für n= 1 enthält man bekannte Sätze 
von Chasles und Pasch. Öech (Brno). 

Tzitzeica, G.: Sur les courbes quadratiques. C. r. Acad. Sci. Paris 193, 1146—1148 
(1931). 

Es wird eine projektive Klassifikation der auf einer quadratischen Hyperfläche 
liegenden Kurven des R, angegeben; für jede Klasse wird ein bis auf lineargebrochene 
Substitutionen bestimmter Ortsparameter eingeführt. Als Anwendung folgt erstens die 
projektive Klassifikation der Regelflächen des gewöhnlichen Raumes, zweitens eine 
sehr elegante Bestimmung derjenigen Regelflächen, deren beide Flecnodalkurven mit 
einer vorgegebenen ebenen Kurve zusammenfallen. Cech (Brno). 

Bloch, A.: Sur les surfaces el&ömentaires du 3° ordre de la g&omötrie. Bol. Mat. 
(Baidaff) 4, 73 (1931). 

Eine Fläche heiße von 3. reeller Ordnung, wenn sie von jeder Geraden, die 
nicht ganz in der Fläche verläuft, in höchstens 3 Punkten getroffen wird, und wenn 
es Geraden gibt, die die Fläche in 3 Punkten treffen. Es wird das von Juel und 
Montel gestellte Problem gelöst, algebraische Flächen anzugeben, die von 3. reeller 
Ordnung, aber nicht von 3. Ordnung sind, und auf denen 27 verschiedene reelle Geraden 
verlaufen. Ist 8 eine Fläche 3. Ordnung ohne singulären Punkt mit 27 reellen Geraden, 
sind ferner E, bis E,, reelle Ebenen, die durch diese Geraden gehen und sind Q, bis Qi 
lauter nullteilige Flächen 2. Ordnung, so wird die Flächenschar betrachtet: 

S-Qı:.:..Qa + TEı--- Zu =0. 
Alle Flächen S, dieser Schar sind von 27. Ordnung und enthalten dieselben 27 Geraden 
wie $S. Es ist leicht zu erkennen, daß die Flächen $,; für hinreichend kleine i von 3. reeller 
Ordnung und frei von singulären Punkten sind. Oohn-Vossen (Köln). 

Bell, Clifford: Useful funetions associated with rational eubie eurves. Bull. amer. 
math. Soc. 37, 749—752 (1931). 

Verf. betrachtet erst die ebene kubische Kurve mit den Parametergleichungen: 


05 = (A— A)(A— Ayo) (AS). (=1,2,3) (1) 
A ist die Funktion: (A, — $ı) (A1 — 85) (Ag — 83) — (Aı — Sı) (Ag — 83) (A3 — 83). Die 
Kurve (1) hat einen Rückkehrpunkt in einem Eckpunkte des Koordinatendreiecks 
oder ist nodal, wenn A verschwindet. Wenn die Kurve einen Rückkehrpunkt hat, 
so verschwindet A für die Kurven, deren Rückkehrpunkt in einem Eckpunkte des 
Koordinatendreiecks liegt, und A verschwindet nicht für alle anderen Kurven. Man 
kann ein einer nodalen Kurve einbeschriebenes Koordinatendreieck immer so wählen, 
daß A verschwindet. — Hierauf betrachtet Verf. die kubische Kurve mit den Parameter- 


gleichungen eu; = (tt W(le—n), @=.1,2,8)17 (3) 
diese Kurve ist dem Koordinatendreieck einbeschrieben. B ist die Funktion 
(3 — r) (u — ro) (a — tr) — (a — Tr) (a — 72) (ı — P3). 
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Die Kurve (3) hat einen Rückkehrpunkt auf einer der Geraden &; = 0, oder ist nodal, 
wenn B verschwindet. Wenn die Kurve einen Rückkehrpunkt hat, so kann B ver- 
schwinden oder nicht verschwinden, wenn der Rückkehrpunkt auf einer der Geraden 


= 0 liegt; und B verschwindet in allen anderen Fällen nicht. Man kann ein einer 


nodalen kubischen Kurve umbeschriebenes Koordinatendreieck immer so wählen, 
daß B verschwindet. G. Schaake (Groningen). 

Vineensini, P.: Sur une transformation des eongruences isotropes. C. r. Acad. 
Sci. Paris 193, 1144—1146 (1931). 

Un systeme isotherme de la sphere &tant donne, si do?—= A? (du? + dv?) en est 
l’elöment lineaire correspondant, les deux droites qui sont paralleles & la normale 
de la sphere et interceptent les segments A sur les tangentes aux lignes du reseau, 
engendrent deux congruences isotropes dont les enveloppees moyennes sont deux 
surfaces minima adjointes (Clapier »Sur les surfaces minima ou &lassoides«, These 
1919). Or les trajectoires sous l’angle & des courbes du reseau constituent un nouveau 
systeme isotherme. Cette simple remarque permet & l’auteur d’etablir un elegant 
procede pour transformer des congruences isotropes. Une congruence isotrope donnee, 
faisons tourner chacun de ses rayons d’un angle constant & autour de la parallele 
issue du centre de la sphöre (qui est d’ailleurs un point arbitraire de l’espace); nous 
obtiendrons une nouvelle congruence de la m&me espece. Les enveloppees moyennes 
en sont des surfaces minima associees de l’angle d’association &. La surface minima 
qui correspond & l’angle & = n/2 est pr&cisement celle que l’auteur a signal&e dans sa 
Note precödente (cf. Zbl. 3, 23). Elle est &videmment adjointe de l’enveloppee moyenne 
de la congruence donne&e. S. Finikoff (Moskau). 

© Ciani, Edgardo: Introduzione alla geometria algebrieca. Lezioni di geometria 
superiore. Padova: A.Milani 1931. X, 599 8. L. 60.—. 


Torrance, Charles C.: On plane Cremona triadie charaeteristies. Amer. J. Math. 
53, 911-919 (1931). 

The characteristics of those particular plane Cremona transformations whose 
basis points fall into 3 sets of points of equal multiplieities are called triadie charac- 
teristics. The author is interested in the problem of evaluating as many as possible 
triadic characteristics which have for one of their sets a single point of highest multi- 
plieity. He obtains twelve infinite sequences of such two-parameter triadics, by applying 
successively properly chosen quadratic transformations. The author assures us that 
“the principal feature of this procedure is its perfect regularity and simple explicit 
formulation”. A few, rather elaborate, tables contain the explicit formulation of the 
author’s procedure. Oscar Zariski (Baltimore). 

Gambier, Bertrand: Systömes de trois cereles ou de dix cereles. Invariants an- 
allagmatiques de trois eereles. Roczn. polsk. towarz. mat. 9, 72—96 (1931). 

Es seien im Raume drei Kreise gegeben. Jeder von ihnen bestimmt eine konforme 
involutorische Transformation. Setzt man die drei Transformationen zusammen, so 
erhält man eine neue Transformation, deren Invarianten zur Charakterisierung (Er- 
mittlung der Konstantenzahl) des vorgegebenen Kreistripels dienen können. Spezial- 
fälle von Kreistripeln. Zu einem System von 8 zusammengehörigen Kreistripeln 
gelangt man insbesondere ausgehend von drei orientierten Kreisen, indem man zu 
je zweien davon einen eigentlichen (A, B, C) und einen uneigentlichen Bisektorkreis 
(A’, B’, 0’) konstruiert [Namenerklärung und Konstruktion: J. de Math. pures et 
appl. 9, 187, 189 (1930)]: 


BR a BAAR A, B,C"und, 2.Br0 047 B.G. A, BIORAFBR, C. 
Während A, B,C ein Kreistripel allgemeiner Art ist, enthält A’, B’,C’ einen Para- 
meter weniger. Wählt man speziell A’, B’, C’ zu einem 7. Kreise orthogonal, so kann 


der Fall eintreten, daß sich noch 3 weitere Kreise derart finden lassen, daß jeder der 
so im ganzen gewonnenen 10 Kreise zu dreien von ihnen orthogonal ist. Bemerkungen 
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zu diesem Analogon zur Geradenkonfiguration von Petersen und Morley. Nicht 
jede Konfiguration von 10 Kreisen, von denen jeder zu 3 anderen orthogonal ist, 
steht in dem angegebenen Zusammenhang mit der Konstruktion von Bisektorkreisen. 


E. A. Weiss (Bonn). 


Br 


Room, T. G.: Notes on some geometrieal eonfigurations. IX.: Quadries with regard 


to which a rational seroll in [3] is its own polar reeiprocal. J. Lond. math. Soc. 6, 286 
bis 289 (1931). 

Der Hauptsatz ist: Es gibt 0% Korrelationen des R,, welche jeder Erzeugenden 
einer gegebenen rationalen Regelfläche wieder eine Erzeugende zuordnen. Dieser 
Satz ist falsch, wie das Beispiel der Tangentenfläche einer kubischen Raumkurve 
zeigt, welche nur 00% Korrelationen gestattet. Der Fehler im Beweis ist, daß die Korre- 
lationen des [2 m — 1], welche der Verf. betrachtet, nicht nur z in Z], sondern auch 
II in x transformieren müssen. van der Waerden (Leipzig). 

Veblen, 0., and J. H. C. Whitehead: A set of axioms for differential geometry. 
(Dep. of Math., Univ., Princeton.) Proc. nat. Acad. Sci. U. 8. A. 17, 551—561 (1931). 

This paper sets forth a system of axioms describing the manifolds of arbitrary 
dimension, able to carıy any kind of differential geometry. Incidentally, when the 
number of continuous derivatives certain fonctions are supposed to have it put equal 
to zero, these axioms describe topological manifolds. The principal idea, is a restrietion 
on allowable local coordinate systems by means of their transformations. The axioms 
are proved independent. The building up of the geometry out of the axioms will be 
shown in a Cambridge Traet: “Foundations of Differential Geometry”). The last 
paragraph contains a short treatment of the existence theorem of normal coordi- 
nates and an interesting proof of a well known existence theorem for certain sets of 
differential equations. van Kampen (Den Haag). 

Fujiwara, Matsusaburo: Analytie proof of Blaschke’s theorem on the eurve of con- 
stant breadth. II. (Math. Inst., Univ., Sendai.) Proc. imp. Acad. (Tokyo) 7, 300 bis 
302 (1931). 

Blaschke hat unter den ebenen Bereichen der konstanten Breite a den mit kleinstem 
Flächeninhalt bestimmt. Für dieses Ergebnis hat Verf. in der ersten Note [Proc. imp. 
Acad. Tokyo 3 (1927)] einen neuen Beweis angegeben. In der vorliegenden Note wird für 
einen dabei benutzten Hilfssatz ein vollständiger Beweis nachgetragen. W. Fenchel. 


Pipping, Nils: Über konvexe Figuren mit Mittelpunkt in Beziehung zu Punktgittern. 


Acta Acad. aboens., Math. et phys. H. 6, 1—49 (1931). 
K sei ein ebener konvexer Bereich mit dem Koordinatenursprung O als Mittel- 
punkt. Durch Dilatation von O aus werde aus K eine Folge von ähnlichen und ähnlich 


gelegenen Bereichen K,,K,,... in folgender Weise erzeugt. K, enthalte im Innern 


außer O keinen Gitterpunkt, auf dem Rande aber mindestens einen. P, sei einer 
von diesen. Ks enthalte im Innern nur auf der Geraden O P, gelegene Gitterpunkte, 
aber auf dem Rande wenigstens einen (P,), der nicht OP, angehört. Allgemein: X, 
enthalte im Innern nur Gitterpunkte der Geraden OP,,OPs,...,OP,_,, aber 
auf dem Rande wenigstens einen (P,) nicht diesen Geraden angehörigen. Die Dila- 
tation, die X in K, überführt, habe das Dilatationsverhältnis F,. Ferner sei J der 
Inhalt von K. Nach Minkowski gilt (Inhalt von X, =) JFF=4 und JFAP,<4, 
wobei 4 beidemal die beste Schranke ist. Die Arbeit beschäftigt sich mit der Abschaltung 
der weiteren Produkte JF,F,. Es werden nur von v abhängige obere Schranken 
für diese Produkte hergeleitet. Für gewisse » (3, 4, 5,9) werden die bestmöglichen 
Schranken bestimmt. Ferner wird für v»> 2 gezeigt: JF\F,=2, wobei 2 für kein » 
durch eine größere Zahl ersetzt werden kann. W. Fenchel (Göttingen). 

Cartan, Rlie: Sur les döveloppantes d’une surface rögl&e. Bull. Sect. sci. Acad. 
roum. 14, 167—174 (1931). 

Sei g eine gemeinsame Gerade zweier windschiefer Regelflächen. Im laufenden 


Punkt P von g seien &,, &, die Tangentenebenen an die beiden Regelflächen. Die Regel- 


131 


flächen schneiden sich harmonisch in 9, wenn die Projektivität &) — &, involutorisch 
ist. Sei jetzt in Linienkoordinaten p = p(t) die erzeugende Gerade einer Regelfläche 
S und Z(t) die durch drei benachbarte Erzeugenden von S bestimmte Regelschar. 
Man kann auf oo! Arten eine Gerade g(t) in der Regelschar Z(t) so wählen, daß L(t) 
in g(t) die durch g(t) erzeugte Regelfläche E harmonisch schneidet. Die Regelflächen 
E sind die Evolventen der Regelfläche S. Vier feste Evolventen schneiden die Regel- 
scharen L(t) in Geradenquadrupeln von festem Doppelverhältnis. Man kann jeder 
Erzeugenden p(t,) von S diejenige Evolvente E zuordnen, für die g(t) = p(t,) ist; so 
gelangt man zu einer Definition des Doppelverhältnisses von vier Erzeugenden einer 
Regelfläche. Wählt man den Parameter t so, daß der Komplex p’” in Involution mit 
jedem der drei Komplexe p, p’, p’’ ist, so ist das Doppelverhältnis von vier Erzeugenden 
gleich demjenigen der entsprechenden Werte von t. Der Ausdruck (p’’, p”’)dt* ist 
dann gleich der 4. Potenz des projektiven Linienelementes der Regelfläche. Cech. 

Wundheiler, Alexandre: Conditions pour une surface flexible inextensible. C. r. 
Acad. Sci. Paris 193, 1051—1053 (1931). 

Im Riemannschen V,, sei eine vom Parameter t abhängige Schar von Unterräumen 
V„(t) gegeben, etwa in der Parameterdarstellung 

kB): ehesten ars) 

Gesucht ist ein invariantes Kriterium dafür, daß die V,„ alle untereinander isometrisch 
seien; natürlich brauchen die Punkte gleicher x, bei variablem £ nicht die zu sein, die 
einander durch die Isometrie entsprechen. Der von den V,„(£) überstrichene V„;ı hat 
jedenfalls ein Linienelement von der Form 


ds d;k dz,; dc. + 2h; de; dt + Dr 

Wir = = —Vı, —Vihr 
betrachtet, wobei V, die zur Form a,,dx,dx, gehörige kovariante Ableitung bezeichnet, 
wenn man t als fest ansieht. Es wird bewiesen: Notwendig und hinreichend dafür, 
daß die V„ alle zueinander isometrisch sind, ist die Existenz eines Systems f;, das 
(identisch in t) den Relationen genügt: 

Fk +Vıh= Wir- 
Verbindet man die bei der Isometrie einander entsprechenden Punkte der V„, so ist 
der Fall von Interesse, daß alle diese Kurven sämtliche V,„, senkrecht durchsetzen. 
Dieser Fall ist nun einfach gekennzeichnet durch W;; = 0. — Zum Schluß werden 
einige Probleme der infinitesimalen Isometrie behandelt. Cohn-Vossen (Köln). 

Hayden, H. A.: Asymptotie lines in a V„, in a V„. Proc. Lond. math. Soc., 
II.s. 33, 22-31 (1931) 

A curve in a V„, imbedded in a V„ (m <n, V, means Riemannian manifold 
of k dimensions) is called an “asymptotic line of order p”, if, at every point of the curve, 
its first p normals relative to V,„ are all tangential to V,„; p is essentially less than m. 
Struik has given necessary and sufficient conditions for such lines. The author derives 
other necessary and sufficient conditions, using the “absolute differential’” D-operator 
of Bortolotti [Boll. Unione Matem. Italiana 17, 37 (1928)]. If K, signifies the mth 
curvature of such a line with respect to V„, then the following relation exists for an 
asymptotic line of highest order y(p=m-—]) 

ki, =—(m— 1)H, 
where H is the ‚‚mean relative curvature of Vin V,„ in the direction of the curve‘“, 
a notion derived in analogy to the “near relative curvature of a V„in V„”. For V, 
in euclidean V, this gives the formula of Beltrami and Enneper. This generalization 
of the formula of Beltrami and Enneper is, however, not new. It has been given, 
with many other generalizations, by V. Hlavaty, “Sur les courbes quasiasymptoti- 
ques”’, in the Dutch periodical “Christiaan Huygens’” 3, 209—245 (1925).  Struik. 


9* 


Nun wird der Ausdruck 
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Labrousse, A.: Sur les courbes Y„, de Mr. Gambier. Roczn. polsk. towarz. mat. 
9, 1—20 (1931). 

L’auteur &tablit par une voie nouvelle les propriete&s des courbes design&escomme V,„, 
par M.Gambier. Ce sont les courbes gauches unicursales d’ordre m admettant quatre 
points distincts A, B, 0, D.ooü le plan osculateur coupe la courbe en m points confondus. 
Comme les quatre plans osculateurs ne sont jamais concourants, le tetra&dre en est adopte 
comme te&tratdre de ref£rence et lescourbes en question ont pour &quations paramötriques 

© = (A — A)", y= (A — B)*, 2= y(A — 0)", t=.ö(A — D)", (*) 
A &tant le paramötre variable sur la courbe, A, B, CO, D — les valeurs de A aux points 
design&s par les mömes lettres et &, ß, y, ö — des coefficients constants. Les equations 
&tablies, tout le reste d&coule par un simple calcul, bien facilit@ gräce ä la forme re&- 
duite (*). Apres quelques remarques sur le deögre de generalite des courbes V,„, leur 
liaison avec les surfaces t&tra@drales ete., ’auteur examine la configuration des quatre 
tangentes & V„, aux points A, B, C, Ddont M. Gambier a fait l’&tude dans son m&moire 
»Configurations remarquables de quatre tangentes & une m&me courbe gauche« (Roczn. 
polsk. towarz. mat. 1929, 63). Le nombre m &tant pair, les tangentes en question sont 
gensratrices de m&me systeme d’une quadrique. Inversement, 4 generatrices de meme 
systeme donnees, il existe 2(m — 2) familles & trois parametres de V,„, qui admettent 
ces droites pour leurs tangentes remarquables. Si m est impair, iln’y a que deux secantes 
communes aux tangentes considörees. Les birapports sur les deux secantes des points 
oü elles rencontrent les quatre tangentes sont lies par certaine relation qui pr&sente 
la condition nöcessaire et suffisante pour que le probl&me inverse obtienne une solution. 
D’oü suit: les trois droites &tant fixes et la quatrieme variable, pour que le probl&me 
soit possible, il faut et il suffit que celle-ci appartienne & un certain complexe 
algebrique dont le degr& est 4m — 8. S. Finikoff (Moskau). 

Severi, Franceseo: Su aleune questioni di topologia infinitesimale. Roczn. polsk. 
towarz. mat. 9, 97—108 (1931). 

Die anschaulichen Haupteigenschaften der Kurventangente in einem Punkt sind 
folgende: 1. Die Sekanten durch in der Nähe liegende Punktepaare sind der Tangente 
benachbart; 2. ein genügend kleines Kurvenstück in der Nähe des Berührungspunktes 
läßt sich (z. B. senkrecht) eineindeutig auf die Tangente projizieren. Diese Eigenschaften 
folgen aber noch nicht aus Existenz und Eindeutigkeit der Tangente (als Häufungsgerade 
für Sekanten durch den Berührungspunkt und beliebig nahe Kurvenpunkte); das 
zeigen einfache Gegenbeispiele (z. B. Spitzen). Es ist darum zweckmäßig, den Begriff 
der Tangente zu dem der „corda impropria“ zu erweitern; das ist eine Gerade 
durch den Kurvenpunkt, zu der aus jedem Kurvenstück um den Punkt beliebig nahe 
Sekanten existieren. Ein Punkt wird einfach genannt, wenn in ihm nur eine corda 
impropria existiert. In den einfachen Punkten und nur in diesen sind die 
Eigenschaften 1 und 2 erfüllt. In der Arbeit werden die Fragen gleich für n- 
dimensionale Varietäten (teilweise für beliebige Punktmengen) aus r-dimensionalen 
euklidischen oder projektiven Räumen behandelt. Zorn. (Halle). 

Nehrkorn, Harald: Topologische Fragen der Differentialgeometrie XXXIIH.: Schnitt- 
punktsätze in ebenen Gefleehten. Abh. math. Semin. Hambg Univ. 8, 403—412 (1931). 

Bei vier einparametrigen „Kurven- 


7 2 
e e) 3N 
IKE EN cz scharen“ in der Ebene sind u. a. folgende 
‚da a ; Konfigurationstypen möglich (D = ‚Des- 
7 Da 


7 
7 elF 
r N argues“, P = „Pappus“): 


Neben schon früher bekannten gelten u.a. die Sätze: 
D,sD, Di+8&>D Da+Dst+tDa>sı>D, 
i=2,3,4.-D>P, P +S>D Det Dst+tDıa>S>D 
DD aD +. B>D P; + Di3 5 Da; + Dis 
P, #D;: +2, >D,+D+D;: 


\ 
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Es wird angedeutet, welche davon richtig bleiben, wenn man auf Stetigkeit und 

Anordnung verzichtet. Bei genügender Differenzierbarkeit wird ohne Beweis behauptet: 
Di>D, 
BR, FB>D,.+Ds- 

In jeder Gleichung dürfen die Indizes zyklisch permutiert werden, ihre Reihenfolge 
umgekehrt oder alle Symbole mit Querstrichen versehen werden. @. Bol. 

© Mukhopadhyaya, Syamadas: Collected geometrical papers. Pt.II. Calcutta: 
University press 1931. 8. VI, 159—2%. 

Fortsetzung des 1929 begonnenen Wiederabdruckes der geometrischen Arbeiten 
des Verf. aus der Zeit von 1908—1931 (s. dies. Zbl. 2, 49 u. 150). 


Mechanik. 


Wintner, Aurel: Grundlagen einer Genealogie der periodischen Bahnen im restrin- 
gierten Dreikörperproblem. I. Mitt.: Beweis des E. Strömgrenschen dynamischen Ab- 
schlußprinzips der periodischen Bahngruppen. Math. Z. 34, 321—349 (1931). 

Wintner, Aurel: Grundlagen einer Genealogie der periodischen Bahnen im restrin- 
gierten Dreikörperproblem. Il. Mitt.: Sortengenealogie, Hekubakomplex und Gruppen- 
fortsetzung. Math. Z. 34, 350—402 (1931). 


Ein einparametrisches Kontinuum von periodischen Bahnen des restringierten Dreikörper- 
problems heißt bei E. Strömgren Klasse, in der englisch geschriebenen Helsingforser Ab- 
handlung aus dem Jahre 1912 (Publ. der Kopenhagener Sternwarte Nr 39) Group, wenn alle 
darin enthaltenen periodischen Lösungen zu einem und demselben Werte des Massenprozent- 
satzes gehören. Der Wert des Massenprozentsatzes ist dabei beliebig aber fest (in den Kopen- 
hagener numerischen Rechnungen so gut wie immer gleich !/,, da die Massen gleich sind). 
Der Verf. benutzt durchweg die Bezeichnung Gruppe für eine Strömgrensche Klasse. Über 
das Verhalten dieser Gruppen im großen haben die langjährigen Untersuchungen an der 
Kopenhagener Sternwarte durch numerische Integration ein weitausgedehntes Material er- 
bracht. Strömgren gelangte auf Grund seines Materials induktiv u. a. zu dem folgenden 
Abschlußprinzip: Jede Gruppe periodischer Lösungen ist entweder eine in sich geschlossene 
Mannigfaltigkeit, oder die Gruppe erleidet ein natürliches, dynamisch bedingtes Abklingen, 
wobei das zufällige Auftauchen einer Stoßbahn keinesfalls als ein endgültiger Gruppenabschluß 
gilt. Ein mathematischer Beweis für diese Strömgrensche Erkenntnis war bisher nicht 
vorhanden und wird von dem Verf. nachgeholt. Er setzt voraus, daß ein noch so kleines Stück 
der Gruppe, das aber keine isolierte Bahn, sondern ein Kontinuum von solchen sein soll, ge- 
geben ist, wobei als Scharparameter die Jacobische Energiekonstante dient, von welcher die 
Bahnen, d.h. die Fourierkoeffizienten und die Perioden der Bahnen des gegebenen Gruppen- 
stückes analytisch abhängen. Es wird nun durch analytische Fortsetzung des gegebenen Gruppen- 
stückes unter Zugrundelegung der von dem Ref. auf einen beliebigen Massenprozentsatz 
übertragenen regularisierenden Bewegungsgleichungen von Thiele gezeigt, daß die analytische 
Fortsetzung der Bahnen des gegebenen Gruppenstückes jedenfalls solange möglich ist, als die 
Gruppe entweder in sich schließt oder einen der 5 Lagrangeschen singulären Punkte (Librations- 
punkte) erreicht oder endlich in dem Sinne einen dynamischen Abschluß erleidet, daß ent- 
weder die Energie oder die Periode oder die Bahndimension unendlich wird, während die 
Stoßbahnen den Nichtstoßbahnen gegenüber keine bevorzugte Stellung einnehmen. Dies ist 
eben das Strömgrensche Abschlußprinzip, wenn man die Strömgrensche numerische Fort- 
setzung einfach als analytische Fortsetzung deutet. Als eine analytische Fortsetzung wird 
dabei eine reellbleibende Fortsetzung der Fourierschen Koeffizienten und der Periode in ihrer 
Abhängigkeit von der Jacobischen Energiekonstante verstanden. Die analytische Fortsetzung 
darf durch Verzweigungspunkte hindurchgehen, bleibt aber dennoch reell. Der mathematische 
Beweis des Abschlußprinzips beruht auf einer näheren Diskussion der nichtlinearen Bedin- 
gungsgleichungen für die Periodizität. — Es genügt also stets, die Existenz eines noch so 
kleinen Gruppenstückes analytisch zu beweisen, was nach verschiedenen Methoden, vor allem 
mittels der vom Verf. in früheren Arbeiten im Anschluß an Hill entwickelten Analysis, von 
unendlich vielen Veränderlichen erfolgen kann und bei jeder Gruppe eine eingehende Dis- 
kussion erfordert. Des näheren wird darauf in der zweiten Arbeit eingegangen, die, gestützt 
auf die erste Arbeit, eine mathematische Theorie der Strömgrenschen Gruppen f, g, I, m ent- 
hält. Es werden dabei an Hand der vom Verf. (Sächs. Sitzungsber. 1930, 2ff.) kürzlich einge- 
führten Phasendiagramme die Ergebnisse und Fragestellungen der Poincareschen Theorie 
der.nur störungstheoretischen ‚Sorten‘ in den wesentlich allgemeineren Rahmen der Ström- 
grenschen Systematik eingeordnet. Manche ’Angaben von Poincare erweisen sich dabei als 
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unhaltbar. Es handelt sich ferner darum, das Problem der kritischen Kommensurabilitäten 
an Hand des Strömgrenschen Gruppenbegriffes sowie der erwähnten Phasendiagramme zu 
deuten und zu verstehen. Wegen der verschiedenen Resultate bei den einzelnen Gruppen muß 
auf die Arbeit selbst verwiesen werden. — Wie der Verf. hervorhebt, wäre man ohne das 
empirische Material von Strömgren wohl nie zu sinngemäßen Fragestellungen für eine 
Systematik und Genealogie der periodischen Lösungen des restringierten Dreikörperproblems 
gekommen. Carl Burrau (Kopenhagen). 

Hölder, Ernst: Die Verzweigungsgleiehungen für die kritischen Kreise des restrin- 
gierten Dreikörperproblems. Ber. Verh. sächs. Akad. Lpz., Math.-phys. Kl. 83, 179 
bis 184 (1931). 

Eine einparametrige analytische Schar von periodischen Lösungen des restrin- 
gierten Dreikörperproblems heißt von der Poincareschen ersten Sorte, wenn der Schar- 
parameter der Massenprozentsatz ist und die periodische Lösung bei gegen Null kon- 
vergierendem Scharparameter in eine Keplersche Kreisbahn übergeht. Die Schar 
heißt „natürlich“ (isoenergetisch) oder synchron, je nachdem die Jacobische Kon- 
stante oder die Periode unabhängig vom Massenprozentsatz ist. Beide Scharen erster 
Sorte sind, sofern sie überhaupt existieren, durch die zum verschwindenden Massen- 
prozentsatz gehörige siderische mittlere Bewegung n und daher auch durch den Hill- 
schen Periodenquotienten m = 1/(n — 1) eindeutig bestimmt. Für nicht ganzzahlige 
Werte von m existieren beide Scharen gewiß (Poincar&, Levi-Civita). Der Fall 
gewisser spezieller ganzzahliger Werte ist von Martin (vgl. dies Zbl. 1, 356) und an- 
deren untersucht worden. Der Verf. zeigt nun mit seiner Methode [Math. Z. 31, 237 
(1929)], die im Rahmen des Lichtensteinschen Verfahrens [Math. Z. 17, 62 (1923)] die 
linken Seiten der sog. Verzweigungsgleichungen als nach den Verzweigungsparametern 
genommene partielle Ableitungen des Maupertuisschen bzw. Hamiltonschen Wir- 
kungsintegrals darzustellen gestattet, daß die „natürliche“ bzw. synchrone Schar 
erster Sorte bei überhaupt keinem ganzzahligen Werte von m existieren kann. Die 
erwähnte Behandlung der Verzweigungsgleichungen gewinnt nämlich einen Anschluß 
an die bei der Entwicklung der Störungsfunktion auftretenden klassischen Rekursions- 
formeln, die die ausnahmslose Unlösbarkeit der durch die Ganzzahligkeit von m be- 
dingten sog. nichttrivialen Verzweigungsgleichungen allgemein in Evidenz setzen. 

Wintner (Baltimore). 


Belorizky, D.: Sur la solution du probleme des trois corps, donnee par M. Sundman. 
C. r. Acad. Sci. Paris 193, 766-768 (1931). 

Um möglicherweise die Konvergenz der Sundmanschen Reihen zu verbessern, 
wird die Wirkung einer von Poincar& (Oeuvres 1, 181—189) eingeführten Trans- 
formation versucht. Sundman setzt dt = I’do (O< T'< 1) und kommt zu Potenz- 
reihen nach (w — ®), deren Konvergenzradius größer als eine positive, von @ un- 
abhängige Zahl @ ist. Bezüglich der Langsamkeit der Konvergenz dieser Reihen 
siehe dies. Zbl. 2, 212, wo eine vorhergehende Untersuchung des Verf. referiert wurde. 

7» @ 


Eine neue Unabhängige, 0, wird durch 0—= tghyp 7, eingeführt und die Konvergenz 


der Potenzreihen nach 9 untersucht. Es scheint dem Ref. zweifelhaft, ob praktisch an- 
wendbare Resultate hierdurch erzielt worden sind. Verf. gibt an, daß man, um 10% Ge- 
nauigkeit zu erhalten, mehr als 500 Glieder berechnen muß, wenn man (w® — ®) von 
der Größe von etwa Amal 2 wünscht, und von der außerordentlichen Kleinheit der 
Größe 2 wurde schon oben (vgl. dies. Zbl. 2, 212) berichtet. Burrau (Kopenhagen). 


Osgood, William F.: Huntington’s theorem on moments. Amer. math. Monthly 
38, 434—436 (1931). 

Alle Punkte, deren Beschleunigungsvektoren dem Strahlenbüschel durch den 
Schwerpunkt angehören, sind für den Momentenansatz ebenso gut zu gebrauchen 
wie der Schwerpunkt selbst. Dieser Satz der Punktdynamik wird für zwei Dimensionen 
an dem Ausdruck für das Moment verifiziert. Heesch (Göttingen). 
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Wundheiler, Alexander: A note on instruetion in mechanies. Amer. math. Monthly 
38, 442—444 (1931). 
Verf. weist auf die bekannte Tatsache hin, daß man in Problemen, in denen die 


Kraft eine Ortsfunktion ist, falsche Bewegungen mit hereinbekommen kann, wenn man 


das Energieintegral sofort anschreibt, falls das System mehr als einen Freiheitsgrad hat, 
Heesch (Göttingen). 

Lipka, Stephan: Ein Extremalproblem, nebst Anwendung auf eine Stabilitätsirage. 
J. f. Math. 166, 9—15 (1931). 

Die mit der bedingten Dirichletschen Stabilität von Gleichgewichtslagen zu- 
sammenhängende Aufgabe, wann eine reelle quadratische Form in dem Gebiete 
1 >0,%,>0,... nicht negativ und dabei nur für 2, —=0, %=0,... gleich Null ist, 
wird auf Grund bekannter Methoden ausführlich durchgerechnet. Wintner (Baltimore). 

Mazet, R.: Sur P’unieite de la solution des probl&mes de frottement. C. r. Acad. 
Sci. Paris 198, 986—989 (1931). 

Un solide est soumis & des forces donn&es et en contact avec un obstacle fixe. 
L’auteur poursuit une mise en &quation unique valable pour les trois cas possibles: 
glissement, roulement sans glissement, cessation du contact. La courbe L limite le 
solide, L, limite P’obstacle; & l’instant ti, elles sont tangentes en O. A :linstent t, poste- 


rieur & ,, L n’est pas forcement tangente & L,. Soient maintenant % le verseur de la 
normale commune, M % M, les deux points qui se font Ne a-vis sur cette De 


(M sur L, M, sur L,), W la vitesse materielle du point M, 17 la PISISSHN, de 7 sur le 


support d’un verseur issu de M, situ& du m&me cöte& de u que W et faisant avec % 
Pangle +1 defini par cotl=f (0 <I=<n/2). Supposons le solide en mouvement 
—> 


sous l’action des forces donnees et d’une force inconnue R, appliquee & chaque instant 
au point M et satisfaisant aux conditions suivantes: 


> => > u ——> BR - 

MBH 0, WIR NE TU <UM =S&0, 0 u SR; 
0) 2 = ; 
nlGE)xexE>0; uxr>sinl, 


> 
7 &tant le verseur de R. On constate que le probleme ainsi pose est identique & celui 
du mouvement du solide en presence de l’obstacle lorsqu’il est soumis aux forces donndes 
et,en cas de contact effectif, & la reaction de l’obstacle döfinie par les lois de Coulomb. 
On d£erive des r&sultats generaux valables a un instant quelconque £ pour le solide au 
contact de l’obstacle et anim& de vitesses compatibles avec ce contact, et cela pour 
les deux cas W #0 et W=0. On indique les cas ou il y ait indetermination au sens 
de la Mecanique du solide. H.J.E. Beth (Deventer). 

Cabras, Angelina: Sull’espressione del lavoro negli spazi generalizzati. Atti Accad. 
naz. Lincei, VI.s. 13, 428—432 (1931). 

La nota si riconnette ad altre sulla Meccanica dei corpi rigidi negli spazi 
generalizzati, sul Moti rigidi ecc. pubblicate negli stessi Rend. L’A. ha consi- 
derato in uno spazio ellittico 8, un corpo rigido sollecitato da forze, nominate cursori 
(vettori localizzati su determinate linee d’azione) e ha, come nella meccanica classica, 
definito il corrispondente lavoro per uno spostamento infinitesimo del corpo rigido. 
Rappresentando con P il tensore dell’atto di movimento del corpo al tempuscolo 
öt (espresso da una matrice quadrata ||?,s|| antisimmetrica), con J il tensore del 
sistema dei eursori forze (espresso parimenti da un tensore antisimmetrico || f. ||) e 
valendosi di una opportuna rappresentazione dell’ 8, in un S,„,, euclideo, I’A. dopo 
aver definito il prodotto scalare dei due tensori J,e Pöt come il lavoro precedentemente 
definito, assegna a tal prodotto la forma I) p,,/,,öt, di cui fa qualche applicazione 
all’ S;. 28 R. Marcolongo (Napoli). 
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Tallgvist, Hj.: Anwendung der elliptischen Funktionen auf die gezwungene Bewegung 
eines Punktes unter dem Einfluß einer Zentralkraft. Commentationes phys.-math. 
Soc. Sei. fenn. 5, Nr 22, 1—89 (1931). 

In dem Hauptteil der Arbeit ist das eindimensionale Problem behandelt, nämlich 
die Bewegung eines Punktes auf einer gegebenen Kurve bei bekannter Zentralkraft. 
Als Kurven werden die Gerade, der Kreis und die Parabel besprochen. Die Zentral- 
kraft kann sowohl anziehend wie abstoßend sein. Außer der konstanten Kraft wird 
auch die mit einer Potenz des Abstandes wachsende und fallende Kraft behandelt. 
Es wird gezeigt, daß fast alle diese Probleme mit elliptischen Funktionen zu lösen sind. 
Für die wichtigsten Fälle wird die Transformation des elliptischen Integrals durch- 
geführt. Man erhält drei Bewegungsmöglichkeiten je nach der Lage der Nullstellen 
der Energiefunktion, nämlich die vorbeistreichende Bewegung, die pendelnde Bewegung 
und die wegschleudernde Bewegung. Zwischen diesen Hauptfällen liegen die singulären 
Fälle der asymptotischen Bewegung. Eine Rotation der gegebenen Kurve mit kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit um die Symmetrieachse bringt in fast allen Fällen keine 
‘Schwierigkeit für die Auswertung des Integrals. — Das letzte Kapitel der Arbeit be- 
schäftigt sich mit dem zweidimensionalen Problem der Bewegung eines Punktes auf 
einer Umdrehungsfläche unter der Einwirkung einer Zentralkraft. Sowohl die Zeit wie 
die Lage des Punktes lassen sich durch elliptische Integrale darstellen, wenn die Flächen 
bestimmte einfache Funktionen sind. Für Kreiskegel, Kugel und Paraboloid wird die 
Lösung gezeigt. M. Schuler (Göttingen). 


Carrara, Nello: Azione di eoppie perturbanti sulle girobussole. Nuovo Cimento, 
N.s. 8, 298—309 (1931). 

In dieser Arbeit werden die Schwingungen eines Kreiselkompasses um den Meridian 
berechnet und die Fehlstellung, die ein konstantes Kraftmoment um die vertikale 
Achse bei dem Kreiselkompaß erzeugt. Der Verf. geht von der Darstellung Foucaults 
aus. Dann bringt er die Berechnungen, wie sie von Schuler im Jahrbuch der Schiffbau- 
technischen Gesellschaft 1909 veröffentlicht wurden. Bei Foucault wird das Kraft- 
moment, das die Kreiselachse in der Horizontalebene fesselt, als unendlich voraus- 
gesetzt. Schuler nimmt dieses Kraftmoment als groß an. Der Verf. bringt zum Schluß 
als neue Lösung den Fall, daß dieses Kraftmoment klein ist oder verschwindet. 

M. Schuler (Göttingen). 

Zeller, W., und H. W. Koch: Kritik der Aufzeichnung von Schwingungsmessern. 
(Forschungsinst. v. Prof. Risch, Techn. Hochsch., Hannover.) Z. Ver. dtsch. Ing. 1931 Il, 
1509— 1511. 

Aus der für alle Schwingungsmesser gültigen Differentialgleichung werden mit 
Hilfe eines Integrationsverfahrens grundsätzliche Fehler abgeleitet, die bei der Aus- 
wertung von Schwingungsaufnahmen stets zu berücksichtigen sind. Auszug. 


Arghiriade, Em.: Un th&or&me de geomeötrie ein&matique. Bul. Soc. Sti. Cluj 6, 
267 —279 (1931). 

In jedem Augenblick einer komplanen Bewegung eines starren ebenen Systems 
erfüllen bekanntlich die Krümmungsmittelpunkte aller Hüllbahnkurven, welche von 
Geraden des bewegten Systems erzeugt werden, einen Kreis, den Rückkehrkreis der 
betreffenden Systemlage. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß auch die 
Krümmungsmittelpunkte der n-ten Evoluten aller dieser Hüllbahnkurven auf einem 
Kreise liegen. Es ist dem Verf. offenbar entgangen, daß R. Müller die Eigenschaften 
dieser n-ten Rückkehrkreise bereits untersucht hat [Z. Math. Phys. 37, 135 (1892)]. 

Prager (Göttingen). 


Quantentheorie. 


@ Carrelli, A.: La teoria quantistica. Esposizione eritica della nuova fisica. Memoria. 
Roma: Scuola Tipogr. Pio X 1931. 202 8. 
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Hill, E. L.: The spinor ealeulus. Physics 1, 340—341 (1931). 

Bericht über die bisher erschienenen Arbeiten zur Tensoranalyse des spinning 
electron. van der Waerden (Leipzig). 

Iwanenko, D.: Die Beobachtbarkeit in der Diraeschen Theorie. (Phys.- Techn. Inst., 
Charkov.) Z. Physik 72, 621—624 (1931). 

Die Heisenbergschen Relationen ApAdq»h verknüpfen die Ungenauigkeiten 
in den gleichzeitig gemessenen Werten zweier Größen (Koordinate und Impuls). Die 
Berücksichtigung der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes führt anderer- 
seits zum ‚Schluß, daß auch bei der Messung einzelner Größen eine gewisse Grenze 
für die Genauigkeit besteht; die Koordinate kann z. B. nur bis auf einen Fehler von 
der Ordnung der de Broglieschen Wellenlänge A bestimmt werden. — Verf. be- 
zeichnet nun diese Genauigkeitsgrenzen als „individuelle Fehler“ und weist auf den 
möglichen Zusammenhang mit der von Schrödinger aus der Diracschen Theorie 
gefolgerten „Zitterbewegung‘‘ des Elektrons hin. Verf. spricht die Vermutung aus, 
daß die Größenordnung des „individuellen Fehlers‘ irgendeiner Größe mit derjenigen 
des „‚zitternden“ Anteils des Operators für diese Größe zusammenfallen soll. Für den 
Fall der Koordinate läßt sich diese Vermutung bestätigen, denn die Amplitude des 
zitternden Anteils der Koordinate ist nach Schrödinger gleich der de Broglieschen 
Wellenlänge. V. Fock (Leningrad). 

March, Arthur: Der Zustandsbegriff in der Quantenmechanik. (Inst. f. Theoret. 
Phys., Univ. Innsbruck.) Z. Physik 78, 107—117 (1931). 

Die Arbeit enthält Betrachtungen allgemeiner Art über den Zustandsbegriff in 
der Quantenmechanik. O. Klein (Stockholm). 

Ioneseu, Aurel: La notion de propagation dans la mecanique ondulatoire. (Labor. 
d’ Acoustique et Opt., Fac.des Sci., Bucarest.) Bull. Sect.sci. Acad.roum.14,175—178 (1931). 

Die klassische Behandlung der Fortpflanzung einer Welle in einem Medium führt 
unter bestimmten Voraussetzungen über die Wellenfunktion zu Formeln, die denen 
der Schrödingerschen Wellenmechanik entsprechen. Das wird in der vorliegenden 
Abhandlung näher ausgeführt. Hans Leßheim (Breslau). 

Wataghin, 6.: Zur relativistischen Quantenmechanik. Z. Physik 73, 121—129 (1931). 

Die Arbeit enthält einen Versuch zu einer neuartigen Deutung der relativistischen 
Quantenmechanik. O. Klein (Stockholm). 

Rosenfeld, L.: Bemerkung zur korrespondenzmäßigen Behandlung des relativisti- 
schen Mehrkörperproblems. (Inst. f. Teoret. Fys., Unw., Kobenhavn.) Z. Physik 73, 
253—259 (1931). 

Bekanntlich kann die heutige Theorie der Quantenelektrodynamik alle Wechsel- 
wirkungen von Elektronen und elektromagnetischem Feld nur in erster Annäherung 
richtig beschreiben; für die höheren Näherungen ergeben sich aus den bisherigen For- 
mulierungen der Theorie stets divergente Ausdrücke. Man kann aber, wie die vor- 
liegende Arbeit zeigt, die Retardierung der Wechselwirkungen von n Elektronen 
in erster Annäherung behandeln, ohne dabei die Grenzen des Zuverlässigkeitsbereiches 
der bekannten Approximationsverfahren zu verlassen. Man kann nämlich die retar- 
dierte Wechselwirkung in erster Approximation ableiten aus einer Hamiltonfunktion 
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nm,rs 
die sich von der Hamiltonfunktion für unretardierte Wechselwirkung (Verfahren 
von Jordan und Klein) nur durch die Gestalt der Zahlkoeffizienten Aym,rs unter- 
scheidet: 
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der Faktor ‚le . e +e 2 e Tieren die Retardierung: ersetzt man ihn 
durch 1 (wie es für c—0oo eintritt), so erhält man für A,„,,s den bekanntermaßen für 


unretardierte Wechselwirkung geltenden Wert. P. Jordan (Rostock). 


Saha, M.N., and Y. Bhargava: The spin of the photon. (Phys. Labor., Unw., 
Allahabad, India.) Nature (Lond.) 1951, 870. 

Der von Raman und Bhagavantam unternommene Versuch, experimentelle 
Ergebnisse von Bär und Hanle betreffs der Polarisation der Raman-Strahlung mit 
Hilfe eines ‚„‚Spins‘“ des Lichtquants zu beschreiben, ist nicht stichhaltig. 

P. Jordan (Rostock). 


@Gamow, G.: Der Bau des Atomkerns und die Radioaktivität. Ins Deutsche über- 
tragen von (. u. F. Houtermans. (Neue Probleme d. Phys. u. Chem. Hrsg. v. Eugen 
Rabinowitsch. Bd. 1.) Leipzig: S. Hirzel 1932. 147 8. u. 41 Abb. RM. 10.—. 

Das Gamowsche Buch enthält eine Übersicht über die theoretischen Ansätze, die 
bisher zur Erklärung des Aufbaus der Atomkerne vorliegen und die zum großen Teil 
auf Gamow selbst zurückgehen. Das erste Kapitel gibt eine allgemeine Übersicht 
über die energetischen Verhältnisse in den Kernen und über den Kernspin, das zweite 
enthält die Gamowsche Theorie des spontanen „x“-Zerfalls, das dritte beschäftigt 
sich mit den angeregten Zuständen der Kerne, das letzte mit der künstlichen Kern- 
umwandlung bei leichten Elementen. — Da die Theorie des Atomkerns noch in den 
ersten Anfängen steckt, ist es verständlich, daß in das Buch an vielen Stellen Über- 
legungen aufgenommen sind, die vielleicht später einer Revision bedürfen; solche 
Überlegungen sind doch für den Fortschritt der Theorie von großer Wichtigkeit. 
Resultate, die in der Literatur sonst unter einem Wust von Rechnung verborgen liegen, 
sind häufig im Gamowschen Buche klar und einfach dargestellt. An einigen Stellen 
enthält das Buch wesentliche Verbesserungen und Erweiterungen der früher in Zeit- 
schriften veröffentlichten Arbeiten. Besonders erwähnen möchte ich Überlegungen 
über die Auswahlregeln bei Kernprozessen. — Wenn also auch als wirklich gesichert 
von aller Kerntheorie nur die Gamowsche Theorie des &-Zerfalls und einige Ergebnisse 
über Atomzertrümmerung angesehen werden können, so wird das vorliegende Buch 
für den Fortschritt der Theorie der Kerne doch von der allergrößten Bedeutung sein. 
— Leider wird das Studium des Buches durch eine Menge von Druck- und Rechen- 
fehlern und sachlichen Ungenauigkeiten erheblich erschwert. — Die deutsche Über- 
setzung durch Houtermans ist ausgezeichnet. Heisenberg, (Leipzig). 


Güttinger, P.: Das Verhalten von Atomen im magnetischen Drehfeld. (Phys. 
Inst., Eidgen. Techn. Hochsch., Zürich.) Z. Physik 73, 169—184 (1931). 

Im Stern-Gerlachschen Versuch ist es bekanntlich möglich, die den verschie- 
denen Werten der magnetischen Quantenzahl entsprechenden richtungsgequantelten 
Atome räumlich voneinander zu trennen. Läßt man einen der Teilstrahlen nun durch 
ein magnetisches Feld passieren, das eine andere Richtung als das ursprüngliche Feld 
hat, so tritt die Frage auf, wie die Atome nach dem Durchlaufen dieses zweiten Feldes 
auf die verschiedenen dort möglichen Orientierungen verteilt sind. Der Verf. stellt sich 
die Aufgabe, dieses Problem quantitativ nach der Wellenmechanik zu untersuchen. 
Bewegt man sich mit dem Atom im Atomstrahl, so ist der Übergang aus dem ersten in 
das zweite Feld äquivalent mit der Anwesenheit eines rotierenden Magnetfeldes. Es 
gilt also, die Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen den im zeitlich konstanten 
Magnetfeld stationären richtungsgequantelten Zuständen zu berechnen, die durch die 
„Schüttelwirkung“ der Feldrotation verursacht werden. Der Verf. betrachtet dies 
Problem zuerst allgemeiner für eine Wellengleichung, die irgendeinen zeitabhängigen 
Parameter enthält. Ändert sich der Parameter nur unendlich langsam, so ergibt sich 
wieder das Adiabatenprinzip, wie es schon von anderen Verff. bewiesen worden ist. 
Bei endlicher Änderungsgeschwindigkeit des Parameters dagegen treten auch endliche 
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Übergangswahrscheinlichkeiten auf. Die Ergebnisse werden dann auf den Fall des 
rotierenden Magnetfeldes spezialisiert. Für einen Gesamtdrehimpuls J= 1/2 des 
Atoms mit zwei Einstellungsmöglichkeiten M=-+ 1/2 wird ein expliziter Ausdruck 


_ für die N ee angegeben, und zwar 


(og): er — sin? (at) (og)? + +2), 


wo » die Drehfrequenz des Feldes, o die Larmorfrequenz, g der Lande&sche g-Faktor 
ist, Die Lösung für den allgemeinen Fall kann mit Hilfe der irreduzibelen Darstellungs- 
matrizen der Drehgruppe ausgedrückt werden. R. de L. Kronig (Groningen). 

Phipps, T. E., und 0. Stern: Über die Einstellung der Riehtungsquantelung. (Inst. 
f. Phys. Chem., Univ. Hamburg.) Z. Physik 73, 185—191 (1931). 

Eine Versuchsanordnung zur Durchführung des von Darwin vorgeschlagenen Experi- 
ments: Ein Strahl von Na-Atomen wird durch ein inhomogenes Magnetfeld wie beim Stern- 
Gerlach-Versuch in zwei Strahlen aufgespalten; einer davon wird ausgeblendet und durch 
ein zweites anders gerichtetes inhomogenes Magnetfeld geschickt. Wenn die Änderung der 
Feldrichtung vom ersten zum zweiten Feld nicht adiabatisch erfolgt, muß nach der neuen 
Quantentheorie ein Teil der Atome im ausgeblendeten Strahl sich parallel dem neuen 
Feld, ein anderer Teil antiparallel einstellen. Die Versuchsanordnung wird so gewählt, daß 
das erste und zweite Feld sich in der Richtung um 2x unterscheiden, und daß zwischen 
beiden ein Raum schwachen Feldes eingeschaltet wird, in dem die Feldrichtung um 2x 
gedreht wird. Es macht beträchtliche Schwierigkeiten, die Bedingung nicht-adiabatischer 
Änderung der Feldrichtung experimentell zu erfüllen. Die Versuche sind noch nicht ab- 
geschlossen; bis jetzt gelang es nicht, das theoretisch geforderte ‚‚Umklappen‘“ der Atome 
im gedrehten Feld sicherzustellen. Bei einem einzigen Versuch zeigte sich ein positives Er- 
gebnis, das aber wahrscheinlich auf schlechtes Vakuum bei diesem Versuch zurückzuführen 
ist. Es ist nämlich zu erwarten, daß schon geringer Gasdruck eine merkliche Zahl von Atomen 
im Strahl zum Umklappen bringt. Stern beabsichtigt, zunächst die Abhängigkeit der Zahl 
der umgeklappten Atome vom Gasdruck und der Feldstärke zu messen. 


Bechert (München). 

Bartlett jr., James H.: Many-eleetron wave funetions. (Dep. of Phys., Univ. of 
Illinois, Chicago.) Physic. Rev., II.s. 38, 1623—1627 (1931). 

Es wird eine Methode angegeben, welche gestattet, die Eigenfunktionen für die 
Russel-Saunders (l s)--Kopplung von mehreren Elektronen in einem Atom aufzufinden. 
Die Methode lehnt sich an die (von Wigner angegebene) Übersetzung der Vektor- 
addition in die Gruppentheorie an. Die allgemeinen Kopplungsfälle kann man be- 
herrschen, indem man die Eigenfunktionen als Linearkombinationen der Eigenfunk- 
tionen von der (ls)-Kopplung ansetzt. Als Beispiele werden die Elektronenkonfigu- 
rationen 2p? und 29° behandelt. E. Teller (Göttingen). 

© Molekülstruktur. Hrsg. v. P. Debye. — Wolf, K. L.: Probleme der freien Dreh- 
barkeit bei einfacher und doppelter Kohlenstoff-Kohlenstoffbindung. — Mecke, R.: 
Experimentelle Ergebnisse der Bandenspektroskopie mehratomiger Moleküle. — Ra- 
setti, F.: Ramaneffekt und Struktur der Molekeln und Kristalle. — Plaezek, 6.: Raman- 
effekt und Molekülbau. — Sponer, H.: Bandenspektren und Dissoziation. — Henri, 
Vietor: Experimentelle Grundlagen der Prädissoziation der Moleküle. — Kronig, R. de L.: 
Über die Prädissoziation. — Herzberg, 6.: Elektronenstruktur der Moleküle und Valenz. 
(Leipziger Vorträge 1931.) Leipzig: S. Hirzel 1931. VII, 197 $S. u. 44 Abb. RM. 10.—. 

Die Vorträge befassen sich mit der geometrischen Struktur der Molekeln, ihren 
Schwingungen, ihrer Zerlegbarkeit und schließlich mit dem Bau der Elektronenhülle. 
Wolf zeigt, wie die Drehbarkeit der C-C-Bindung zu verstehen ist und gibt damit 
Erklärungen für eine Reihe von Erscheinungen in der organischen Chemie. Mecke 
berichtet über experimentelle Untersuchungen betr. Schwingungen mehratomiger 
Molekeln und ordnet sie unter allgemeinen Gesichtspunkten, die für die weitere For- 
schung fruchtbar sein dürften. Rasetti spricht über die Theorie des Ramaneffektes, 
wendet sie auf Schwingung und Rotation an und klärt (auf Grund einer Überlegung 
von Fermi) die Verhältnisse bei CO, auf; weiter berichtet er experimentelle Unter- 
suchungen und die Deutung ihrer Ergebnisse. Placzek berichtet seine theoretische 
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Behandlung des Ramaneffektes in Molekeln, die im wesentlichen darauf beruht, daß R 
er die Polarisierbarkeit nach den Kernkoordinaten entwickelt [vgl. Z. Physik 70, 


84 (1931); dies. Zbl. 2, 170 (1931)]. Sponer bespricht die Dissoziation von Molekeln 


durch Lichtabsorption und zieht aus dem Beobachtungsmaterial Schlüsse auf die 


EL 


chemische Bindung. Henri berichtet neue experimentelle Ergebnisse über die Prä- 


stattfindet. Schließlich berichtet Herzberg über die theoretische Ermittlung der - 


dissoziation. Kronig zeigt theoretisch die Bedingungen auf, unter denen Prädissoziation 


Termmannigfaltigkeit bei zweiatomigen Molekeln, den Zusammenhang des Termschemas 


mit der chemischen Bindung und Folgerungen für mehratomige Molekeln. Die Vor- 
träge geben als Ganzes ein gutes Bild des gegenwärtigen Standes unserer Kenntnis 
vom Molekelbau; nur die neuen Gesichtspunkte, die Slater und Pauling zur Deutung 


der Valenz beigetragen haben [Phys. Rev. 37, 481; 38, 1109 (1931) und J. amer. chem. 


Soc. 58, 1367 (1931); vgl. dies. Zbl. 3, 94 u. 95], sind noch nicht berücksichtigt. 
F. Hund (Leipzig). 


Bloch, L.: Introduction ä Petude des speetres de bandes et de la constitution des 


moleeules. Ann. Inst. Poincare 1, 309—356 (1931). 


Der Bericht gibt einen knappen und doch brauchbaren Überblick über die Banden- 


spektren. Das Rotationsspektrum, das Oszillationsrotationsspektrum und die Elek- 


tronenbanden werden beschrieben und ihre elementare Theorie wird kurz angegeben. 
Dann werden die Fälle verschiedener Kopplungen zwischen Elektronenbahn-Drehimpuls, 
Spin und Molekülrotation besprochen. Schließlich werden die Eigenschaften der Banden- 
spektren, die auf Spiegelungssymmetrie und auf Gleichheit der Kerne beruhen, erwähnt. 
E. Teller (Göttingen). 


Goldstein, L.: Möcanique quantique de divers processus photochimiques simples. 


C. r. Acad. Sci. Paris 193, 919—922 (1931). 

Es wird folgender Prozeß berechnet: Ein zweiatomiges Molekül absorbiert ein 
Lichtquant und dissoziiert darauf in zwei Atome im Grundzustand bzw. in zwei Atome 
von denen das eine im Grundzustand das andere in einem angeregten Zustand ist. Im 
Grundzustand des Moleküls wird dabei angenommen, daß die Abhängigkeit der poten- 


tiellen Energie vom Kernabstand r die vonMorse angegebene Form ae-?*" — beret 


hat. Im angeregten Zustand wird die Abhängigkeit der potentiellen Energie vom 
Kernabstand vernachlässigt. E. Teller (Göttingen). 
Gurney, R. W.: The quantum mechanies of eleetrolysis. Proc. roy. Soc. Lond. A 


134, 137—154 (1931). 

Es wird für die Elektrolyse verdünnter Säuren der Mechanismus des Elektronenüber- 
ganges aus der Kathode zum H,O+-Ion und vom OH - -Ion zur Anode auf Grund der Quanten- 
mechanik untersucht. Zwischen Ion und Elektrode besteht für das Elektron eine Potential- 
schwelle, über die auf Grund der Quantenmechanik ein Übergang stattfinden kann, auch 
wenn die kinetische Energie der Elektronen nach der klassischen Theorie hierzu nicht aus- 
reicht. Notwendige Bedingung für den Übergang ist nur, daß das von einer Seite kommende 
Elektron auf der anderen Seite ein Energieniveau gleicher Höhe vorfindet, das nicht besetzt 
ist. Hierzu ist es an der Kathode erforderlich, daß das Energieniveau des neutralisierten 
Ions tiefer liegt als das innere Potential DO (Größenordnung 7—12 Volt) in der Kathode, da 
praktisch im Metall Elektronen mit einem Niveau höher als ® nicht vorhanden sind. Die Höhe 
der Energieschwelle ist für ein einzelnes Kation zunächst gegeben durch die Differenz zwischen 
Jonisierungsenergie des freien Ions und seiner Hydratationsenergie, wobei die Hydratations- 
energie infolge der Temperaturbewegung nicht scharf bestimmt ist. Entsprechend ist an 
der Anode die Höhe der Schwelle gegeben als die Summe von Ionisierungs- und (nicht scharfer) 
Hydratationsenergie. Die Höhen der Energieschwellen werden als „Neutralisationspoten- 
tiale“ E,, E_ von Kation bzw. Anion bezeichnet. E, hat einen Minimalwert E% , E_ 
einen Maximalwert Z?.. Die Bedingungen für die Möglichkeit eines Überganges eines Elek- 
trons sind E), > ®, E_ < D an Kathode bzw. Anode. Andererseits ist aber, wenn der 
Elektrolyt stark dissoziiert ist, notwendig EP} — E_<.0, so daß also kein Übergang mög- 
lich wäre. Er wird erst ermöglicht durch Anlegung einer äußeren Spannung V. Dabei liegt 
erfahrungsgemäß fast der ganze Spannungsabfall in unmittelbarer Nähe der Elektroden. Es 
findet an der Kathode eine Mehradsorption von positiven gegenüber negativen Ionen statt, 
also eine Heraufsetzung des Niveaus von ® gegenüber dem Innern der Lösung (Herauf- 
setzung um das „Kathodenpotential‘“ V,.); entsprechend an der Anode eine Herabsetzung 
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um V,. Wenn V genügend groß ist, reichen die durch diese „Doppelschichten‘“ erzeugten 
Niveauverschiebungen aus, um Übergänge zu ermöglichen. Dies ist die Bedeutung der „‚Über- 
spannung“ für die Elektrolyse. Die quantitative Behandlung hat der Fermi-Dirac- Verteilung 
der Elektronen im Metall und der Maxwell-Boltzmann-Verteilung der E, bzw. E_ Rech- 
nung zu tragen. Es ergibt sich unter erlaubten Vernachlässigungen für die Spannungsabhängig- 
keit der Stromdichte ? vom. Elektronenpotential V’7 (der Anode oder Kathode): 0 logi/oV’ 
= g/ykT (s Ladung des Elektrons, k Boltzmannsche Konstante, T Temperatur; y ein Zahlen- 
faktor) und für die Temperaturabhängigkeit: 9 logi/o T = (D — E,+EV’)/ykT? + 1/T. 
Experimentell gilt für verschiedene Metalle (Ag, Hg, Ni, Pt) 0 log:/0 V’ = 1,7 . 10° (V’ in 
elektrostat. Einh.); und d logi/d T = B im Temperaturbereich von 0—80°, wobei B etwas 
mit 7’ abnimmt und zwischen 0,05 und 0,06 liegt. Es ergibt sich für beide Gesetze zahlen- 
mäßige Übereinstimmung mit der Theorie mit y=2 und ®— E,+eV’=1Volt. Der 
Zahlenfaktor y rührt daher, daß nach dem Franck-Condonschen Prinzip bei der Neutrali- 
sierung des Ions nicht die ganze Energie in potentielle, sondern ein Teil in kinetische Energie 
umgesetzt wird. y hängt von dem Potentialverlauf für die Schwingungen des Ions und dem- 
jenigen des aus ihm entstehenden neutralen Komplexes ab. Steigt ersterer mit den Abständen 
ebenso steil an, wie letzterer abfällt, so ist y = 2. E. Hückel (Stuttgart). 

Hund, F.: Zur Frage der chemischen Bindung. Z. Physik 73, 1—30 (1931). 

Es gibt im wesentlichen drei verschiedene Auffassungen für die quantentheoretische 
Deutung der chemischen Bindungen: a) Betrachtung der Wechselwirkung ganzer, in bestimmten 
Zuständen befindlicher Atome. Wesentlich: Austauschenergien (Heitler-London, Born, 
Rumer, Weyl). Sie führt zur Vorstellung der ‚„Spinvalenz‘‘, die weitgehend dem chemischen 
Begriff der Valenz entspricht. Die Gültigkeit ihrer Ergebnisse ist auf Atome beschränkt, die 
außerhalb abgeschlossener Schalen nur s-Elektronen haben. b) Betrachtung der. Wechsel- 
wirkung einzelner Elektronen in verschiedenen Atomen; ergibt weniger allgemeine Ergebnisse 
als.a), ist aber auch auf p-Elektronen anwendbar (Heitler-London, Kemble und Zener, 
Bartlett, Slater, Pauling).. Ist im allgemeinen umständlich durchzuführen. c) Betrachtung 
der einzelnen Elektronen im Kerngerüst, das durch die übrigen Elektronen abgeschirmt ist 
(Mullikan, Hund, Herzberg, Lennard-Jones, Dunkel, Bloch [bei Metallen]); ist 
einfacher als b); ist berechtigt, da in der Regel chemische Bindungsenergie (85 V) groß 
gegen die Resonanzenergien der Elektronen (®1V) in den einzelnen Atomen ist. Zur 
Abschätzung der energetischen Verhältnisse dient das Zuordnungsschema (Hund, Mullikan, 
Herzberg). Für quantitative Rechnungen wäre ein Variationsverfahren zu verwenden. 
Die vorliegende Arbeit behandelt hauptsächlich ec) und dessen Zusammenhang mit a) und b). 
Der Auffassung ce) wird vor a) der Vorzug gegeben, weil man nur dann eine brauchbare Be- 
schreibung der Termstruktur erhält, wenn man nicht nur wie bei a) die Symmetrieeigenschaften 
der getrennten Atome, sondern auch diejenigen (evtl. nur genäherten) des Moleküls berück- 
sichtigt, wie sie in den. Quantenzahlen der Elektronenzustände im Molekül zum Ausdruck 
kommen. Vor b) hat c) den Vorzug größerer Einfachheit. Die Bindungsenergie zweier Atome 
wird angenähert zusammengesetzt aus Beiträgen einzelner Elektronenpaare. Bindende Elek- 
tronenpaare sind solche, deren Eigenfunktionen gegenüber den Eigenfunktionen bei getrennten 
Atomen, aus denen sie hervorgehen, keinen neuen Knoten zwischen den Atomen enthält; 
lockernde sind solche, bei denen ein neuer Knoten auftritt. Die Differenz der Anzahlen bin- 
dender und lockernder Elektronenpaare gibt die Vielfachheit der Bindung. Die Berechtigung 
dieser Auffassung hängt mit der Tatsache zusammen, daß die Edelgase keine Elektronen- 
affinität haben. Bei ungleichen Atomen ist für die einfache Durchführung der Betrachtung 
notwendig, daß die Eigenfunktionen der äußeren Elektronen in verschiedenen Atomen ge- 
nähert miteinander entartet sind. Wesentlich neu an den mit der Methode c) gewonnenen 
Ergebnissen ist eine einfache Deutung ‚„gerichteter‘‘ Valenzen. Einfachstes Beispiel: 3 Atome; 
zwei davon (A und (') mit je einem s-Elektron; eines (B) mit zwei p-Elektronen. Liegen alle 
3 Atome auf einer Geraden (B zwischen A und (©), so kann aus Symmetriegründen zur Bindung 
nur der Zustand in B ausgenutzt werden, dessen Eigenfunktionen einen Knoten | ABC hat. 
Deshalb können von B nicht beide Atome A und © gebunden werden. Liegen A, B, © nicht 


‘auf einer Geraden, so spalten die beiden für gerade Anordnung entarteten Zustände auf. Einer 


von diesen (mit Knoten _ Ebene ABC) kann jetzt auch zur Bindung ausgenützt werden. 
Deshalb A: B:C nur bei nicht geradliniger Anordnung möglich. Gerichtete Valenzen bestehen 
nur gegenüber s-Valenzen. Liegen Elektronenterme in einem Atom so nahe beieinander, daß 
die Wechselwirkung mit Zuständen in einem anderen Atom groß gegen.ihre Differenz ist, wie 
das bei s- und p-Termen vorkommen wird, so kann man in erster Näherung diese Terme als 
entartet ansehen. Es hat dann keinen Sinn, zwischen s- und p-Zuständen zu unterscheiden, 
sondern man hat vier unabhängige Linearkombinationen der s- und p-Eigenfunktionen als in 
erster Näherung miteinander entartet zu behandeln. Man kann von einem q-Term mit 4 q-Funk- 
tionen sprechen. So wird die Vierwertigkeit des C auf die Konfiguration g* (s?, p?) zurück- 
geführt. C’ kann 4 Atome mit s-Valenzen nur binden, wenn diese mit Ü nicht in einer Ebene 
liegen. Die Valenzen können eingeteilt werden wie die Anzahlen und Zustände der äußeren 
Blektronen in den Atomen; die Bindungen nach ihren Symmetrien zum Kerngerüst. Hierin 
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ordnet sich die von Hückel gegebene Deutung ‚drehbarer‘‘ und ‚nicht drehbarer‘“ Bindun- 
gen ein. E. Hückel (Stuttgart). 

Hirone, Tokutarö, und Tadayosi Hikosaka: Zur Theorie des Ferromagnetismus. 
(Phys. Inst., Unw. Sendai.) Z. Physik 73, 62—73 (1931). 

Die Heisenbergsche Theorie des Ferromagnetismus wird zunächst verallgemeinert 
unter der Annahme einer beliebigen Energieverteilung im Termsystem s. Unter einigen 
vereinfachenden Annahmen, von denen leider insbesondere die, daß ein gewisser, 
in den Formeln auftretender Parameter q nur von s, aber nicht von der Temperatur 
abhängt, nicht näher begründet wird, wird die Abhängigkeit der Magnetisierung vom 
Feld und der Temperatur bestimmt und mit den von Weiss und Forrer erhaltenen 
Ergebnissen verglichen. F. Bloch (Leipzig). 

Zwicky, F.: Permanent eleetrie and magnetie moments of erystals. (Norman 
Bridge Labor., California Inst. of Technol., Pasadena.) Physic. Rev., II.s. 38, 1772 
bis 1781 (1931). 


Es werden die Bedingungen diskutiert, unter welchen in einem Kristall eine per- 


manente elektrische Polarisation herrschen kann. Ferner wird gezeigt, daß, wenn eine 
solche vorliegt, im Zustand niedrigster Energie des Kristalls die Richtung der Polari- 
sation nicht im ganzen Kristall dieselbe sein wird, sondern daß sich kleinere Bezirke 
verschiedener Polarisationsrichtung ausbilden, so daß man von einer Art „Sekundär- 
struktur“ sprechen kann. Analoges soll für die magnetische Polarisation in einem Ferro- 
magneten gelten. F. Bloch (Leipzig). 
e Brillouin, L&on: Die Quantenstatistik und ihre Anwendung auf die Elektronen- 


theorie der Metalle. A. d. Franz. übersetzt v. E. Rabinowitsch. (Struktur d. Materie 


in Einzeldarstell. Hrsg. v. M. Born u. J. Franck. Bd. 13.) Berlin: Julius Springer 1931. 
X, 530 8. u. 57 Abb. RM. 42.—. 

Die vorliegende Darstellung der wichtigsten Ergebnisse der Quantenstatistik 
wird um so freudiger begrüßt werden, als der Mangel an einem solchen, der 
modernsten Entwicklung Rechnung tragenden Lehrbuch sicher schon oft empfunden 
wurde. — Der historischen Entwicklung folgend sind die ersten drei Kapitel haupt- 
sächlich der Theorie der Wärmestrahlung gewidmet. Das vierte und fünfte Kapitel 
enthält die Grundzüge der klassischen und Quantenstatistik; vielleicht hätte hier 
ihr prinzipieller, in der verschiedenen Definition a priori gleichwahrscheinlicher Zu- 
stände liegender Unterschied etwas mehr Nachdruck verdient; seine Bedeutung wäre 
dann wohl auch im folgenden Kapitel bei der Besprechung des H-Theorems klarer 
hervorgetreten. Das 7. Kapitel enthält eine vollständige und sehr übersichtliche 
Wiedergabe der Sommerfeldschen Theorie des Gases freier Elektronen in den Me- 
tallen. Sehr ausführlich ist auch die Diskussion des Problems der mittleren freien 
Weglänge der Elektronen im 8. Kapitel. Wenn auch sein kritischer Teil, zumal er keine 
definitive Klärung der heikleren Punkte der Theorie enthalten konnte, im Rahmen 
eines Lehrbuches wohl kürzer hätte gehalten werden können, ist dieses Kapitel im 
Hinblick auf die teilweise recht mühsame Originalliteratur besonders wertvoll. Das 
9. und 10. Kapitel behandeln die Anwendung der Statistik auf die stationären Zustände 


des Atoms. Am Ende findet man ein ausführliches Literaturverzeichnis. — Durch die 


zahlreichen Abbildungen und seinen klaren Stil öffnet das Buch, ohne allzuviel voraus- 
zusetzen, dem Leser einen leicht gangbaren Weg in das Gebiet der Quantenmechanik. 
Bloch (Leipzig). 
Sommerfeld, A.: Über die Beugung und Bremsung der Elektronen. Ann. Physik, 
V.F. 11, 257—330 (1931). 
Im ersten Teil der Arbeit werden die mathematischen Hilfsmittel zur Theorie der 
Beugung von Elektronen an freien Kernen und des kont. Bremsspektrums bereit- 
gestellt. Die im Unendlichen eine einfallende ebene Elektronenwelle darstellende 


Linearkombination der (in Polarkoordinaten geschriebenen) kont. Wasserstoffeigen- 


funktionen wird erhalten durch eine analoge Entwicklung im ladungsfreien Raum 
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(akustischer Fall). Hierbei wird von einem im Endlichen gelegenen Quellpunkt aus- 
gegangen und das Problem der erzwungenen Schwingungen eines im Endlichen be- 
grenzten Gebietes mit Hilfe der Greenschen Funktion auf dasjenige der freien Schwin- 
gungen zurückgeführt und dann der Grenzübergang für einen im Unendlichen gelegenen 
Quellpunkt vollzogen. Die so erhaltene gesuchte Lösung des Einelektronenproblems 
wird jedoch weiterhin nicht benutzt, sondern nach dem Vorgang von G. Temple 
eine entsprechende Entwicklung in parabolischen Koordinaten durchgeführt, wodurch 
sich die Summation auf einen einzigen Term reduziert. — Der zweite Teil enthält die 
Berechnung des kont. Röntgenbremsspektrums. Im Gegensatz zu früheren Arbeiten 
von Oppenheimer und Sugiura wird auch für den Endzustand eine im Unendlichen 
sich wie eine ebene Welle verhaltende Eigenfunktion herangezogen und dementsprechend 
über alle Austrittsrichtungen gemittelt. Es werden die Intensitäts- und Polarisations- 
verhältnisse an der kurzwelligen Grenze des Bremsspektrums für kleine und große An- 
fangsgeschwindigkeiten berechnet; ferner werden die Koordinatenmatrixelemente für 
beliebige Übergänge im Kontinuum angegeben und der Verlauf der Intensität und 
Polarisation im kont. Spektrum für schnelle Kathodenstrahlen berechnet. Schließlich 
wird durch Berücksichtigung der Retardierung die Voreilung des Intensitätsmaxi- 
mums näherungsweise erhalten. Sämtliche Ergebnisse werden mit Messungen von 
Kuhlenkampff verglichen und in guter Übereinstimmung gefunden. Stobbe. 

Laue, M.v.: Zur Theorie des Doppelkristallspektrometers. Z. Physik 72, 472 
bis 477 (1931). 


Die Theorie des Instruments wird von den beschränkenden Annahmen befreit, welche 
in der Theorie von Ehrenberg und Mark vorhanden waren. Es wird gezeigt, daß das 
Doppelkristallspektrometer die Bestimmung der Reflektionskurve für den einzelnen Kristall 
nur dann erlaubt, wenn diese symmetrisch ist. Ist dies der Fall und kennt man den Symme- 
triepunkt als Funktion der Wellenlänge, so kann man die Intensitätsverteilung ermitteln. 
Aber das Instrument gestattet nicht die Nachprüfung, ob die Reflexionskurve wirklich die 
verlangte Eigenschaft besitzt. Waller (Zürich). 


Astronomie und Astrophysik. 


© Jeans, James: Sterne, Welten und Atome. Stuttgart u. Berlin: Dtsch. Verl.- 
Anst. 1931. 384 S., 25 Taf. u. 24 Abb. RM. 10.—. 


Oort, J. H.: Some problems eoneerning the distribution of luminosities and peeuliar 
veloeities of extragalaetie nebulae. (Observ., Leiden.) Bull. astron. Inst. Netherlands 
6, 155—160 (1931). 

Die lineare Zunahme der Rotverschiebung mit der Entfernung gibt die Möglichkeit, 
aus beobachteten scheinbaren Radialgeschwindigkeiten und Helligkeiten relative Ent- 
fernungen und Leuchtkräfte für isolierte außergalaktische Nebel zu bestimmen. Die 
Verteilung der Leuchtkräfte zeigt, wenn sie unter Voraussetzung konstanter Raumdichte 
auf ein bestimmtes Volumen bezogen wird, keine Ähnlichkeit mit der in Nebelhaufen 
gefundenen Verteilung; die Streuung ist wesentlich größer, die Lage des Maximums 
unbestimmt. Die zufälligen Fehler der scheinbaren Helligkeiten und Radialgeschwindig- 
keiten reichen zur Erklärung der Abweichung nicht aus. Der Einfluß der pekuliaren 
Bewegungen der Nebel wird diskutiert; mit abnehmender scheinbarer Helligkeit 
nimmt die Streuung der beobachteten Radialgeschwindigkeiten um die mittlere Re- 
zession stark zu, wie es bei großer Streuung der Leuchtkräfte zu erwarten ist. Es bleibt 
aber die Möglichkeit, diese Erscheinung zu erklären durch die Existenz eines lokalen 
Nebelhaufens, dessen Mitglieder kleinere Geschwindigkeiten besitzen als entferntere 
isolierte Objekte. Zur Entscheidung ist die Kenntnis der Radialgeschwindigkeit 
von schwachen Einzelnebeln erforderlich. Vorläufig bleiben wegen der unbekannten 
mittleren Leuchtkraft die absoluten Entfernungen der Nebelhaufen und daher auch 
der Betrag der Raumausdehnung sehr unsicher. Verf. findet als wahrscheinlichsten 
Wert der Ausdehnung 290 km/sec auf 10% parsec, mit einer geschätzten Unsicher- 
heit um einen Faktor 0,5 bis 2. Wempe (Göttingen). 
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Barbier, D.: Remargques sur les parallaxes dynamiques des &toiles doubles. C. r. 
Acad. Sci. Paris 193, 709—711 (1931). 

Determining dynamical parallaxes (®) of the binaries whose elements are not 
completely known, one uses the following relation 


oO = Ma(, 9,0, g) Pe; cd, , 9) 


where M is the mass of the system, & some function of j (angle between true radıus 


vector and its projection), @ (angle between the plane tangential to the celestial 
sphere and the orbital plane), e excentricity and g mean anomaly. f is some function 
of the observed radius vector 0 and its derivatives as well as of angular motion (6°). 
Usually one computes mean value & of & (j, @, e, g) basing on frequency distributions 


?(),Y)dy dp and Pfle,g)dedg. For p one takes p(j, 9) = cosj/n.— The author $ 


of the paper under review criticizes this procedure basing on the following considerations. 
— 1) The values of & are not equiprobable, since in every case tang @ is confined be- 
tween two well determined values. —2) The frequency functions p and P are not in- 
dependent as it is usually assumed. —3) P(e, g) dedg cannot be taken in the form 
Pe) de dg since the distribution of g is not uniform (vgl. dies. Zbl. 2, 374). — For 21 stars 
common to Schlesinger’s catalogue of parallaxes and Jackson’s list of dynamical 


parallaxes, the author finds mean value of & — © —= 0”,0377, while trigonometric _ 


parallaxes give mean value of m — nr = 0”,0222, thus showing rather large discordance. 
For 124 dynamical parallaxes by Russell the correlation between ® and x is higher, 
but still the value of correlation coefficient is not too close to its ideal value (0,84 
instead of 1,00). B. P. Gerasimovi& (Charkow). 

Doig, Peter: The problem of the variable stars. Scientia (Milano) 50, 355—364 
(1931). 

Lundmark, Knut: Über eine Periodenamplitudenbeziehung und eine Helligkeits- 
amplitudenbeziehung für anagalaktische und galaktische Cepheiden. (Astron. Observ., 
Lund.) Z. Astrophys. 3, 313—337 (1931). 

Für die Distanzbestimmungen der Kugelhaufen und der außergalaktischen Objekte 
ist die Beziehung zwischen Periode und Helligkeit der Cepheiden benutzt worden. 
Verf. untersucht, ob sich nicht auch eine Beziehung zwischen der Amplitude der Hellig- 
keitsschwankung und der Periode bzw. der Helligkeit nachweisen läßt. Die Korre- 
lation ist in der Tat vorhanden, allerdings im allgemeinen schwächer als bei der Perioden- 
Helligkeitsbeziehung und mit einem sehr weiten Spielraum des Korrelationskoeffi- 
zienten für die verschiedenen Systeme. Heckmann (Göttingen). 

Siedentopf, H.: Zur Atmosphärentheorie der d Cephei-Sterne. (Univ.-Sternw., 
Jena.) Astron. Nachr. 244, 17—22 (1931). 

This is an attempt to reconcile the pulsation theory of Cepheid variables with 
observed phase differences by considering the behaviour of the outermost layers. The 
theory of internal adiabatic vibrations shows that the maximum output of energy 
should coincide with the greatest compression, while observation shows a phase 
difference of a quarter period, the maximum oceurring when the surface is moving 
outwards most rapidly. The author considers that this motion applies to the chro- 
mospheric layers which lie outside the region to which the adiabatice theory applies. 
He gives a schematisation of the structure of the atmosphere in which he supposes a 
convection zone to occur below the chromosphere, as suggested by Unsöld for the 
sun, and considers that the change of phase may be produced in this zone. He shows 
that the thermodynamic relation between the radiation flux and the rates of change 
of temperature and density in the chromosphere also requires the minimum density to 
occur a quarter period after the maximum radiation flux. This would also agree, in 
his opinion, with the behaviour of certain absorption lines in Cepheid spectra. 


W. H. McCrea (Edinburgh). 
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